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Re´sume´
Une nouvelle approche pour structures pe´riodiques. Application au calcul des vibrations d’un pneumatique
Ce travail de the`se propose une approche dynamique pour les structures pe´riodiques et l’application a`
la mode´lisation d’un pneumatique. Les proprie´te´s statiques et dynamiques des mate´riaux constituants
du pneu sont mesure´es. Des mode`les spe´cifiques d’homoge´ne´isation sont aussi utilise´s pour de´terminer
les caracte´ristiques e´quivalentes. Les fonctions de re´ponse en fre´quence sont mesure´es a` plusieurs
endroits sur le pneumatique dans les deux cas de force d’excitation : sur la bande de roulement et sur
le flanc.
La the´orie dynamique utilisant la pe´riodicite´ des structures est pre´sente´e. On propose une trans-
formation en repe`re carte´sien pour les structures ayant la pe´riodicite´ dans un repe`re non-carte´sien.
L’utilisation de cette transformation dans le pneumatique assure les conditions de pe´riodicite´ dans
l’exploitation des matrices des cellules. Les mobilite´s a` plusieurs points du pneu sont calcule´es et com-
pare´es avec les mesures. Ce travail permet d’une part l’e´tude dynamique d’un pneumatique a` haute
fre´quence et d’autre part l’e´tude parame´trique de l’influence des proprie´te´s de mate´riaux et de la
pression interne dans le pneu.
Mots cle´s pneumatique - vibration - comportement dynamique - amortissement
homoge´ne´isation - FRF - pe´riodique - guide d’onde
Abstract
A new approach for periodic structures. Application to the calculation of tire vibrations
This work gives a dynamical approach for periodic structures and the application to tire modellings.
The static and dynamic properties of the constitutive materials of the tire have been measured.
Some specific models of homogenization have been used to determinate the mechanical equivalent
characteristics. The frequency response functions have been measured at several points on the tire in
two cases of excitation force : on the tread belt and on the sidewalls.
The dynamical theory of periodic structures is presented. A transformation into the cartesian refe-
rence system of the structures having the periodicity in the non-cartesian reference system has been
suggested. The utilization of transformation in the case of tire ensures periodic conditions in the ex-
ploitation of the matrices of cells. The mobilities at several points of the tire have been calculated
and compared with the measurement. This work allows in one side the dynamical studies of tire in
the high frequency range and in the other side a parametrical study of the influence of the material
properties and the tire inflation pressure.
Keywords tire - vibration - dynamical behavior - damping
homogenization - FRF - periodic - waveguide
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Introduction ge´ne´rale
Durant les dernie`res de´cennies, les transports routiers se sont beaucoup de´veloppe´s. Les vibrations
induisent chez les eˆtres humains des phe´nome`nes de´sagre´ables et inde´sirables comme des geˆnes, des nui-
sances sonores et de la fatigue. Beaucoup de recherches sont re´alise´es pour controˆler et pour diminuer
les influences non souhaitables de ces phe´nome`nes.
Dans la conception des ve´hicules, le controˆle des roues est un des facteurs importants. Le caoutchouc
et la pression de l’air interne assurent une bonne adhe´rence pneu-chausse´e et font diminuer l’influence
dynamique. L’optimisation de la conception a pose´ des the`mes de recherche spe´cifiques aux grandes
entreprises comme Michelin ou Dunlop. Selon le but d’utilisation, divers types de pneu ont e´te´ propose´s.
Actuellement, la vibration des pneumatiques est une source principale de bruit dans les transports
a` plus de 50km/h. Cela engendre des bruits inte´rieurs qui geˆnent les voyageurs et des bruits exte´rieurs
qui sont une pollution sonore dans l’environnement proche. L’enqueˆte de l’INSEE en 2002 indique que
le bruit de la circulation est ressenti comme une geˆne par 72 % des habitants de la re´gion parisienne,
contre 57 % dans les communes rurales. C’est la raison pour laquelle le de´veloppement de l’urbanisme
exige une prise de conscience se´rieuse des fabricants dans le de´veloppement de nouveaux mode`les de
pneu.
Plusieurs recherches sur la dynamique des pneumatiques ont montre´ des difficulte´s dans le domaine
des hautes fre´quences, ou` se situe essentiellement le bruit. Les e´tudes du comportement vibratoire
des structures dans ce domaine posent des proble`mes : proble`me de comportement des mate´riaux a`
haute fre´quence et proble`me de mode`le nume´rique lorsque la longueur d’onde est comparable a` la
taille d’e´le´ments. La motivation initiale de cette the`se est de proposer une me´thode de re´duction de
la dimension du proble`me. Cette me´thode est base´e sur la pe´riodicite´ dans les proble`mes dynamiques,
qui n’est pas inte´gre´e dans les codes de calcul courants. Dans les logiciels de calcul par e´le´ments finis
comme ANSYS ou ABAQUS, la pe´riodicite´ n’est utilise´e que dans les analyses statiques et modales.
Dans le cadre de cette the`se, le proble`me se rame`ne a` conside´rer le comportement et essentiellement
les re´ponses en fre´quence d’une structure pe´riodique selon une direction sous l’action d’une force
harmonique unitaire applique´e a` un point sur le pneumatique. La de´duction de ce proble`me de base
nous permet de calculer la re´ponse dynamique dans les cas de chargement plus complique´s.
Cette the`se est constitue´e en 4 parties :
La premie`re partie consiste en une synthe`se bibliographique dans le chapitre 1. On va pre´senter
la description ge´ne´rale sur la fabrication et sur la conception des pneumatiques. Les travaux re´alise´s
par les autres auteurs sur les mode`les approche´s analytiques et nume´riques seront e´galement aborde´s.
On pre´sentera aussi l’effet de pression interne, de roulement et de contact pneu-chausse´e. Cependant,
seulement l’effet de pression de l’air est traite´ dans la the`se. Les mode`les simplifie´s montrent que plus
la fre´quence augmente plus grand est le nombre de facteurs d’influence qui doivent eˆtre introduits
dans le mode`le. Les re´sultats obtenus divisent le comportement vibratoire d’un pneumatique en trois
types (correspondant aux trois intervalles de fre´quence) : un type de´termine´ par une grande influence
des flancs, un autre comme celui d’un anneau et le reste ou` le pneu se comporte comme un milieu
continu 3D.
La pre´sentation des e´tudes dynamiques dans les structures guides d’ondes est de´crite dans la suite
de la bibliographie. Les ondes sont de´compose´es dans les parties pe´riodiques unidimensionnelles et les
proble`mes lie´s sont aussi pre´sente´s. L’e´tude de multicouplage des parties pe´riodiques est propose´e a`
la fin de cette partie comme un principe d’application de la me´thode dans le calcul dynamique des
structures courantes.
La seconde partie se compose de l’identification des parame`tres statiques et dynamiques des
mate´riaux constituants du pneumatique. Dans le chapitre 2, les proprie´te´s statiques sont mesure´es
par une campagne d’essais au sein du laboratoire. Le module e´lastique du caoutchouc a` plusieurs
endroits est mesure´ par les essais de contact en utilisant la loi de Hertz. Le module des caˆbles en acier
dans le pneumatique est de´termine´ par la relation force-de´placement et il est compare´ avec le re´sultat
du mode`le de caˆble torsade´. Cette valeur est utilise´e pour de´terminer les proprie´te´s me´caniques de la
couche e´le´mentaire constitue´e d’un me´lange de caoutchouc et d’acier et aussi pour la bande de rou-
lement qui se compose de plusieurs couches e´le´mentaires et de caoutchouc. Les valeurs calcule´es sont
valide´es avec l’expe´rience et elles sont utilise´es dans la phase de chargement statique du pneumatique.
Dans le chapitre suivant, une e´tude des proprie´te´s dynamiques des mate´riaux est aborde´e. Le com-
portement dynamique des mate´riaux viscoe´lastiques sera pre´sente´ dans les deux domaines temporels
et fre´quentiels ou` l’e´volution du module e´lastique est donne´e. Le principe d’identification de ces quan-
tite´s est base´ sur la vibration des barres et des poutres. Une me´thode de de´termination du module
complexe en se basant sur la fonction de relaxation est utilise´e pour les basses fre´quences.
La troisie`me partie concerne les mesures des fonctions en fre´quence sur le pneumatique. Les dispo-
sitifs de la mesure sont pre´sente´s. Un premier essai est re´alise´ pour valider la mesure et estimer l’ordre
de grandeur des quantite´s a` mesurer. Les mobilite´s sont mesure´es tout d’abord avec un marteau et
des acce´le´rome`tres. Pourtant, pour obtenir un re´sultat pre´cis, on effectuera une campagne de mesures
avec un pot vibrant, qui ge´ne`re des signaux de force d’entre´e plus re´guliers. Il y a deux chaˆınes de
mesures dans ce cas : le pot vibrant colle´ sur la bande de roulement et sur le flanc. Dans chaque cas de
pot vibrant, on mesure les mobilite´s sur le contour du pneu et dans la section transversale contenant
le point de contact avec le pot vibrant. Meˆme si l’on augmente le nombre de points de mesure dans
la bande de fre´quence conside´re´e, les amortissements modaux ainsi que les modes propres ne sont pas
faciles a` de´terminer. Dans cette the`se, on va identifier seulement les modes propres de la bande de
roulement et de la section, correspondants aux basses fre´quences.
La quatrie`me partie se divise en 2 chapitres. Le chapitre 5 pre´sentera une introduction ge´ne´rale sur
les structures pe´riodiques et la me´thode approche´e pour calculer les re´ponses dynamiques en profitant
de la pe´riodicite´. On re´sumera la me´thode des e´le´ments finis applique´e aux proble`mes dynamiques.
La the´orie de vibration des structures pe´riodiques unidimensionnelles est aborde´e en premier par la
dynamique des cellules avec la matrice de transfert qui relie les variables aux deux sections de la
cellule. Les ondes propage´es dans les cellules sont de´compose´es en ondes entrantes et sortantes. Les
proprie´te´s de ces ondes sont utilise´es pour e´tablir la matrice de rigidite´ totale de la structure comple`te,
compose´e de plusieurs cellules. Les re´sultats montrent un bon accord entre les solutions calcule´es par
la me´thode pe´riodique, par le code d’e´le´ments finis ANSYS et la solution analytique.
Le dernier chapitre de´taillera le processus d’application de la the´orie dans le cas d’un pneumatique.
Il est ne´cessaire d’e´tudier la transformation des variables de calcul a` partir du repe`re carte´sien en repe`re
cylindrique, ou` on peut exploiter la pe´riodicite´ suivant le contour du pneumatique. Dans le cadre de la
the`se, on profite des matrices e´le´mentaires calcule´es par ANSYS et on les introduit dans le programme.
Un mode`le de pneumatique avec un mate´riau homoge`ne sera montre´ et valide´ avec ANSYS. Ensuite, on
re´alise le mode`le du pneumatique avec la distribution re´elle des mate´riaux dans la section. Ce mode`le
se concre´tise dans deux cas : avec et sans la pre´contrainte due a` la pression interne. Les re´sultats
dans le cas de pre´contrainte sont utilise´s pour comparer avec les mesures montre´es dans le chapitre 4.
Une e´tude parame´trique sur la pression interne, sur l’amortissement et sur les modules e´lastiques est
de´crite a` la fin de cette partie.
Les re´sultats obtenus dans cette the`se pourraient eˆtre utilise´s dans le de´veloppement des construc-
tions optimales, des mode`les “silencieux” de pneumatiques ou des e´tudes sur les sources de bruit de
transport. Selon l’objectif d’utilisation, il faut de´tailler la forme ge´ome´trique des sculptures pour avoir
un mode`le tridimensionnel plus pre´cis.
Chapitre I.
E´tudes bibliographiques
La description de la ge´ome´trie et des mate´riaux d’un pneumatique est
pre´sente´e. Quelques mode`les et re´sultats sur la vibration du pneu sont
synthe´tise´s. Une pre´sentation ge´ne´rale de la dynamique des structures
guide d’ondes est aborde´e a` la fin.
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I. E´tudes bibliographiques
1. Description des pneumatiques : Ge´ome´trie et mate´riaux
1.1. Ge´ne´ralite´s historiques
Dans l’histoire humaine, la roue est conside´re´e comme une des inventions les plus importantes, parce
que son usage a e´te´ trouve´ dans une grande varie´te´ d’applications telles que les ve´hicules de transport,
les e´quipements de construction, et les parties internes de machinerie. Comme beaucoup d’inventions,
datant de l’Aˆge du Bronze il y a 5000 ans, la roue, e´tant une e´volution d’e´le´ments plus rudimentaires
comme les cylindres, a e´te´ utilise´e pour de´placer des objets lourds. Des ve´hicules a` roues ont e´te´
trouve´s a` Sumeria (3500 av. J-C), en Assyrie (3000 av. J-C), et en Europe centrale (1000 av. J-C).
Les wagons de quatre roues utilisant un essieu avant pivotant pour diriger e´taient pre´sents 1500 av.
J-C.
Avec l’introduction de chevaux rapides des Steppes asiatiques en Me´sopotamie 1, la charrette y fut
adopte´e pour les applications militaires. La roue a rec¸u alors son premier “pneu” consistant en un cuir
et puis un cuivre et un fer liant pour empeˆcher des dommages au cadre de la roue (en bois).
Ce n’est qu’en 1866, que la roue connut une nouvelle e´volution majeure, quand Thompson de´posa
un brevet pour un tube d’air en e´lastome`re, pose´ sur une roue pour re´duire la force due au wagon,
le bruit et pour rendre le mouvement plus facile. Ce concept a e´te´ beaucoup raffine´ dans les anne´es
1880 quand l’usage sur les tricycles du premier pneumatique s’est de´veloppe´. Les de´couvertes se´pare´es
de la vulcanisation par Charles Goodyear (ame´ricain) en 1841, par Thomas Hancock (anglais) en
1843 et l’industrialisation en Europe et en Ame´rique du Nord a permis au pneu d’e´voluer du canevas
caoutchoute´ couvrant un tube de caoutchouc a` un composite complexe de tissu, d’acier et d’e´lastome`re.
1.2. Fabrication des pneus
Une chaˆıne de fabrication de pneus est pre´sente´e dans la Fig. I.1 [19]. La fabrication des pneus
Figure I.1. : Proce´dure de fabrication des pneus
consiste en six e´tapes principales :
1. Me´langer des e´lastome`res, du carbone noir et des produits chimiques pour former les compose´s
du caoutchouc.
1Ancienne re´gion d’Asie ante´rieure, comprenant les valle´es du Tigre et de l’Euphrate ainsi que tout le territoire -
Dictionnaire Antidote
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2. Traiter les textiles, les cordes en aciers et les enduire avec du caoutchouc.
3. Extrusion des tringles, du flanc et des autres composantes du caoutchouc.
4. Assemblage des composantes sur la machine de fabrication des pneus.
5. Se´chage du pneu sous chaleur et pression.
6. Finition et inspection finale.
Chaque e´tape doit eˆtre controˆle´e avec une exigence e´leve´e. Le controˆle de qualite´ est effectue´ en phase
de finalisation par l’inspection visuelle ou par rayon X. Les pneus doivent passer e´galement les tests
statistiques sur la durabilite´, sur l’uniformite´ et sur la balance dynamique avant d’eˆtre vendus.
1.3. Conception des pneus
Tenant compte de la conception ou de l’application du pneu, tous les pneumatiques doivent satisfaire
des fonctions fondamentales (voir la Fig. I.2) :
1. Capacite´ portante
2. Capacite´ d’amortissement
3. Transmission du moment de torsion de conduite au freinage
4. Permission des virages
5. Stabilite´ dimensionnelle
6. Re´sistance au frottement
7. Direction de conduite
8. Petite re´sistance au roulement
9. Bruit et vibration au minimum
10. Durabilite´ dans toute la dure´e de vie du pneu.
Trois parame`tres essentiels de performance gouvernent les fonctions du pneu :
– Le profil de mission du ve´hicule
– Les proprie´te´s me´caniques et performance du reveˆtement (Ex : re´sistance a` l’usure et la durabilite´).
– L’esthe´tique, le confort, et les caracte´ristiques comportementales telles que la pre´cision de direc-
tion du ve´hicule.
Figure I.2. : Forces et moments agissant au centre de la zone de contact et fonctions de conception
des pneus (Society of Automotive Engineers, Inc.)
L’analyse de´taille´e des fonctions de conception des pneus ainsi que les proble`mes dynamiques du
syste`me global et le contact pneu-chausse´e sont pre´sente´s dans [20]. La conception et ainsi l’utilisation
influencent les parame`tres du pneu (Fig. I.3). Ces parame`tres sont contenus dans la nomenclature du
pneu. A titre d’exemple, un pneu ayant la nomenclature 155/80 R13 79T a les parame`tres suivants :
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– 155 : largeur de bande de roulement gonfle´ (en millime`tres)
– 80 : hauteur du flanc (en pourcentage)
– R : structure en cascade, R signifie “radial” (B indiquerait une carcasse “bias”, D une carcasse
diagonale)
– 13 : diame`tre de la jante (en pouces)
– 79 : indice de charge, dans ce cas, elle correspond a` 437kg.
– T : indice de vitesse maximale, dans ce cas, 190km/h.
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Figure I.3. : Parame`tres de conception et nomenclature du pneu
Le choix de la sculpture du pneu de´pend essentiellement de l’objectif d’utilisation et du type de
chausse´e, car la force de contact varie suivant la ge´ome´trie de la sculpture et de la chausse´e. Il existe
trois types principaux de sculpture (Voir Fig. I.4) pour les chausse´es se`ches, mouille´es et enneige´es. La
diffe´rence entre les trois types concerne principalement la profondeur des rainures. A titre d’exemple,
sur une route mouille´e, pour un freinage de 100km/h a` 60 km/h, il faut une distance 50m avec des
rainures de 7mm. Cette distance est de 70m pour des rainures de 2mm et de 90m pour des rainures de
1mm. Il existe des pneus d’e´te´ et d’hiver. Cette distinction ne concerne pas seulement la profondeur
Sursol sec Sur sol mouillé Sur sol enneigé/verglacé
Figure I.4. : Type de pneu correspondant avec la configuration du sol
des rainures, mais aussi la forme ge´ome´trique autour du pneu.
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1.4. Modes propres et fonctions de re´ponse en fre´quence du pneumatique
Les mesures des fonctions de re´ponse en fre´quence du pneumatique sont pre´sente´es en de´tail par
Larsson et al. [21, 22]. Ces auteurs ont effectue´ des expe´riences sur un pneu lisse dans les directions
radiale et circonfe´rentielle. La force d’excitation est applique´e a` la plaque colle´e sur le pneu par une
aiguille. Le de´placement du point mesure´ est la combinaison des actions des forces sur chaque morceau
de la plaque. Les re´ponses en fre´quence sont mesure´es avec plusieurs cas de dimension et de forme
de la plaque pour tenir compte de l’effet de de´formation locale lors de l’excitation. Une analyse de
l’influence de la masse de l’e´quipement est aussi pre´sente´e avec la pre´sence de l’impe´dance de la
masse et de l’inertie [23]. Le re´sultat montre que la de´formation locale est fortement de´pendante de la
dimension de la zone d’excitation.
La mobilite´ ponctuelle mesure´e est presque constante a` haute fre´quence (typiquement au-dela` de
400-600Hz) si la zone d’excitation est suffisamment large. Lorsque la fre´quence est encore basse, la
rigidite´ locale de la bande de roulement est importante dans les re´ponses. Le comportement vibratoire
du pneu est similaire a` celui d’une poutre courbe ou d’une plaque supporte´e par un syste`me de
ressorts. A fre´quence plus e´leve´e que la fre´quence dite “fre´quence d’anneau”, la courbure du pneu n’a
pas d’influence sur la re´ponse et donc on peut ne´gliger cet effet. Par conse´quent, la re´ponse du pneu
dans cette bande de fre´quence est comme celle d’un milieu e´lastique. La fre´quence d’anneau peut eˆtre
calcule´e par la formule :
fanneau =
1
2piR
√
Etot
ρtot(1− ν2tot)
(I.1)
ou` R,Etot, νtot, ρtot sont le rayon, le module, le coefficient de Poisson et la densite´ d’un anneau
e´quivalent.
2. Mode´lisation du pneumatique. Me´thodes et re´sultats existants
2.1. Sans contact avec la chausse´e
2.1.1. Solution analytique
Il existe plusieurs mode`les simplifie´s de mode´lisation du pneumatique. Hamet [1] a mode´lise´ le pneu
compose´ d’une bande de roulement et de deux flancs comme une plaque orthotrope appuye´e sur une
fondation e´lastique. Il est simplement appuye´ sur les deux bords late´raux et soumis a` une condition
pe´riodique aux deux extre´mite´s de la plaque. L’influence de la pression interne est remplace´e par
une tension aux deux bords. Une force externe concentre´e au centre de la plaque est envisage´e pour
l’analyse. Le mode`le du pneumatique est repre´sente´ dans la Fig. I.5
Le de´placement du point soumis a` une sollicitation harmonique est donne´ sous forme de la fonction
de Green [1, 24].
[(
√
Bx∂
2
x +
√
By∂
2
y)
2 − To(∂2x + ∂2y) + sa −m
′′
ω2]Gω(x | xo) = δ(x− xo) (I.2)
ou` :
• δ(x− xo) est la fonction de Dirac,
• Bx et By sont respectivement les rigidite´s de flexion de la plaque dans les directions x et y.
• m′′ est la masse par unite´ de surface.
• To est la tension et sa est la rigidite´ du ressort e´lastique repre´sentant l’air enferme´ dans le pneuma-
tique.
L’expression de la fonction de Green en termes de superposition modale est de la forme [25] :
Gω(x, y | xo, yo) = − 4
M
∞∑
n=1
sin(kynyo) sin(kyny)
∞∑
m=0
εm
cos[kxm(x− xo)]
[(ω − Ωnm)(ω + Ωnm)] (I.3)
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flanc
bandede roulement
flanc
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F
Tension
Figure I.5. : Mode`le du pneumatique : plaque orthotrope sur la fondation e´lastique [1]
ou` :
Ωnm =
√
[(k2xm
√
Bx + k2yn
√
By)2 + To(k2xm + k2yn) + sa]
m′′
(I.4)
kxm =
2mpi
lx
(I.5)
kyn =
2npi
ly
(I.6)
avec M = m
′′
lxly, ε0 = 12 et εm 6=0 = 1 et ω = 2pif , lx et ly sont respectivement le contour, la somme
des largeurs du flanc et de la bande de roulement du pneumatique.
Muggleton et al. [2] ont de´veloppe´ un mode`le semi-analytique de plaques orthotropes en traction
plane. Les flancs sont mode´lise´s par deux plaques connecte´es a` la bande de roulement en tension
dans leurs plans. Cette tension vient de l’action de la pression interne. De meˆme que dans le mode`le
pre´ce´dent, la courbure du mode`le est ne´glige´e, mais les conditions aux extre´mite´s sont prises en compte,
ainsi que la fixation au niveau de la jante.
fl
a
n
c
bande de roulement
b
a
n
d
e
d
e
ro
u
le
m
e
n
t
ba
nd
e
de
ro
ul
em
en
t
fla
nc
fl
a
n
c
ressort
jante
bx
byb
z
fz
fyfx
na
+
na
-
nb
+
nb
-
fL
bL
sK
F
F
axe de symétrie
Figure I.6. : Mode`le du pneumatique : plaques orthotropes en traction plane [2]
La plaque est suppose´e vibrer en flexion et on ne´glige le mouvement dans le plan. La rigidite´
longitudinale des flancs est repre´sente´e par un ressort de rigidite´ Ks (Fig. I.6). Cette rigidite´ est
calcule´e en combinant les effets de tension-compression, de flexion dans le plan, de cisaillement et de
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la pression interne de flancs. Les flancs sont connecte´s a` la jante par un support simple qui est suppose´
rigide. Pinnington [26] a propose´ une me´thode pour de´terminer la rigidite´ des flancs au-dessous et au-
dela` de la fre´quence d’anneau. Dans le cas ou` la fre´quence de´passe la fre´quence d’anneau, la rigidite´
des flancs de´pend non seulement de la pression interne et de la rigidite´ en flexion, mais aussi de la
rigidite´ dynamique de transfert des forces dans le plan et hors plan, du nombre d’ondes dans la bande
de roulement et dans le flanc. Vu la syme´trie de la section du pneumatique, il suffit de mode´liser une
demi-section.
Le comportement de la bande de roulement s’e´crit comme celui d’une plaque sous tension. Le
de´placement est de´compose´ en modes propres et chaque mode propre est la somme de termes expo-
nentiels avec les constantes d’ondes correspondantes. Une forme matricielle dont les variables sont ces
constantes est calcule´e en fonction de l’effort de cisaillement interne, de la matrice de re´flexion et de
transmission. Lorsque les constantes d’ondes sont calcule´es, la re´ponse est e´galement de´termine´e.
2.1.2. Mode´lisation nume´rique
Larsson et al. [27] ont de´veloppe´ un mode`le hybride nume´rique-analytique du pneumatique avec
le couplage entre les blocs de sculptures et la bande de roulement. Les sculptures sont conside´re´es
comme des cubes et le reste du pneu est similaire au mode`le de Hamet. La mobilite´ du syste`me
complet e´quivalent est calcule´e comme deux syste`mes successivement connecte´s. Le fait que l’on tienne
compte de ces blocs ame´liore essentiellement la mobilite´ radiale. Dans le cas de mobilite´ tangentielle,
la pre´diction est moins bonne a` cause de l’inertie des blocs. Une autre raison the´orique est que les
modes analytiquement calcule´s de la bande de roulement ne sont que radiaux. Cet auteur a aussi
pre´sente´ un mode`le base´ sur le couplage de deux couches e´lastiques pour les hautes fre´quences dans
[22].
Maconi a utilise´ une technique d’exploitation des donne´es a` partir du code d’e´le´ments finis ANSYS
pour mode´liser les ondes propage´es dans les cylindres. Waki [28] et al. ont pris la meˆme technique
pour mode´liser un pneu avec une section assez complique´e. Les e´tudes sur la propagation d’ondes
dans les guides d’ondes sont les meˆmes que celles pre´sente´es dans [29]. Les modes de vibration de la
section transversale du pneu sont e´tudie´s. Les re´ponses force´es sont aussi pre´sente´es. Elles montrent
trois types de vibration du pneu : (i) au-dessous de la premie`re re´sonance, ou` la rigidite´ des flancs
domine, (ii)entre la premie`re re´sonance jusqu’a` environ 400Hz, la re´ponse est similaire a` celle d’une
poutre,(iii) et le reste, la re´ponse est comme celle d’un milieu demi-espace e´lastique.
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Figure I.7. : Configuration du pneu P195/60R14 [3]
Jia et al. [3] ont fait une e´tude sur la ge´ome´trie du pneu en utilisant les fonctions de Bezier. La section
d’un pneu lisse est mode´lise´e avec la distribution des mate´riaux re´els (Fig. I.7). Les modes propres
de la vibration radiale sont pre´sente´s (Fig. I.8). Ces auteurs ont aussi fait des e´tudes parame´triques
sur la pression interne, sur les sculptures de caoutchouc et sur l’angle des fils d’acier dans la bande de
roulement.
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Figure I.8. : Cinq premiers modes calcule´s pour le pneu lisse P195/60R14 [3]
2.2. Effet de roulement et contact avec la chausse´e
Merzouki et al. [4] ont mode´lise´ le travail du syste`me pneu-chausse´e par un syste`me de liens-graphe
et ont introduit ces relations dans Simulink de Matlab pour calculer les quantite´s de contact comme la
force, le moment de torsion, la tempe´rature et la pression. Les variables d’e´nergie sont (Force, vitesse
line´aire)= (F, x˙), (Tempe´rature, Flux d’entropie thermique)= (T, S˙), (Pression, Flux volumique)=
(P, V˙ ), (Moment de torsion, vitesse angulaire)= (Γ, ω). Les relations entre ces variables sont analyse´es
se´pare´ment pour chaque syste`me conventionnellement e´quivalent (voir un exemple dans la Fig. I.9).
Les parame`tres sont calcule´s par un processus de re´solution d’un syste`me dans Simulink mode´lise´ par
les blocs avec le comportement donne´.
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Figure I.9. : Calcul des relations entre les parame`tres dans le mode`le de lien-graphe [4]
Il existe diffe´rents auteurs qui mode´lisent la vibration du pneumatique avec l’effet de roulement par
le mode`le d’anneau [30, 31]. Les fre´quences propres sont recalcule´es en tenant compte de cet effet.
Soedel a propose´ une analyse de vibration d’un anneau dans [32] et il l’a de´veloppe´ dans le cas d’une
force harmonique et pe´riodique [33] et avec l’effet d’acce´le´ration de Coriolis [34]. L’anneau est suppose´
ne pas avoir d’extension sur sa circonfe´rence. La vitesse de rotation est prise en compte dans le calcul
des fre´quences propres :
ωn =
2n
n2 + 1
±
√
ω2fn +
n2(n2 − 1)2
(n2 + 1)2
Ω2 (I.7)
ou` Ω est la vitesse angulaire de rotation et ωfn est la fre´quence d’anneau sans rotation :
ω2fn =
n2(n2 − 1)2D
ρha4(n2 + 1)
+
n2kz + kθ
ρh(n2 + 1)
(I.8)
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ou` ρ, a, h sont respectivement la densite´, le rayon moyen et l’e´paisseur de l’anneau, kθ, kz repre´sentent
les constantes e´lastiques de la fondation dans les directions circonfe´rentielles et radiales, D = Eh3/12
est la rigidite´ en flexion de l’anneau. Par conse´quent, chaque fre´quence provoque deux autres fre´quences
avec l’effet de rotation. Huang a utilise´ la me´thode de re´ceptance pour examiner le cas de contact avec
la fondation. La re´ceptance est le rapport du de´placement en un point duˆ a` l’action d’une force
applique´e a` un autre point et la valeur de cette force. Au point de contact, la re´ceptance est suppose´e
nulle. Cet auteur a pre´sente´ les modes propres dans le cas de non-rotation et les formes d’anneau en
temps dans diffe´rents cas de vitesse de rotation pour chaque mode. Il a conclu que les formes modales
sont stables dans le cas de contact permanent.
En dessous de 1kHz, seules la tension et la rigidite´ en flexion controˆlent les ondes transverses
propage´es et les mode`les avec ces deux parame`tres ne sont convenables que pour les bruits inte´rieurs
[50-500Hz]. En re´alite´, les bruits exte´rieurs se situent entre 500 et 3000Hz. Au-dessus de 1kHz, il
se produit des ondes de cisaillement et de rotation. Dans leurs articles [24, 26], Pinnington et al.
ont propose´ un mode`le a` quatre parame`tres : tension, cisaillement, inertie de rotation et rigidite´ de
flexion. Le comportement dynamique est de´crit par une e´quation d’ondes d’ordre 4. Ils ont mode´lise´ la
transmission de la force et les flancs pour e´tendre le mode`le de bande de roulement pour la mode´lisation
du pneumatique (voir Fig. I.10) [5, 6]. Les e´quations de propagation d’ondes sont e´tablies dans les deux
directions radiale et circonfe´rentielle et incluent six parame`tres d’influence : la courbure, la rigidite´
de cisaillement, l’inertie de rotation, la tension, la vitesse de rotation et la pression interne de l’air.
L’effet principal de la courbure est de coupler les mouvements radiaux et circonfe´rentiels en incluant
les forces normales et tangentielles dans la re´ponse du pneu. Les flancs sont mode´lise´s comme dans [26].
La de´pendance en fre´quence est conside´re´e dans [6] en calculant les forces introduites et de transfert
a` partir des flancs a` la bande de roulement. Les ondes dans l’air interne sont aussi ne´glige´es (car
seulement la pression statique est incluse et on n’a pas de couplage complet structure-acoustique).
bandede roulement
flanc
rayon
pression
rayon
pression
largeur
longueur
Modélisation de la force de contact
Calcul de rigidité de flancs
Figure I.10. : Ge´ome´trie des flancs et mode´lisation de l’effet de roulement [5, 6]
La rotation du pneu engendre trois effets : modification de la vitesse d’ondes dans la direction de
roulement et l’inverse, augmentation de tension dans la bande de roulement due aux forces centrifuge
et de Coriolis. L’e´quation de mouvement combine´e avec tous ces parame`tres donne a` chaque mode
transverse d’ordre m une e´quation d’ondes d’ordre 6 sur la circonfe´rence. La variable de cette e´quation
est le nombre d’ondes normalise´. Dans le cas de vibration libre, sans l’effet de l’acce´le´ration de Coriolis,
cette e´quation ne contient que les ordres pairs. Cela signifie qu’il y a trois paires de racines corres-
pondantes a` trois paires d’ondes (incidentes et re´fle´chies, positives et ne´gatives). L’effet de roulement
modifie les vitesses d’onde, donc le nombre d’ondes. Les conditions aux limites sont introduites par
le contact avec la chausse´e et elles donnent les mobilite´s d’entre´e et de transfert pour les excitations
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radiales et circonfe´rentielles.
3. Structure guide d’onde et structure pe´riodique
3.1. Descriptions et proprie´te´s
Les guides d’ondes sont des milieux partiellement ou entie`rement borne´s ou` les ondes peuvent se
propager. Ces ondes peuvent eˆtre e´lectromagne´tiques, acoustiques ou me´caniques. Dans les e´tudes
concernant cette the`se, on s’inte´resse essentiellement aux ondes me´caniques. La propagation d’ondes
dans de tels syste`mes me´caniques est largement e´tudie´e. Les syste`mes peuvent eˆtre des poutres [35],
des plaques [36, 37], des tubes [38, 39, 40], des parois minces [41, 42], des syste`mes en re´seaux (en
treillis) [43, 44]. Les caracte´ristiques fre´quemment e´tudie´es pour ce type d’onde sont le nombre d’ondes,
la relation de dispersion et la mobilite´ de la force transmise. Une structure pe´riodique consiste en un
a) b) c)
Figure I.11. : Structures a` syme´trie unidimensionnelle : a) syme´trie de rotation, b) syme´trie de
translation, c) pe´riodicite´
nombre d’e´le´ments identiques, lie´s ensemble de fac¸on identique (coˆte-a`-coˆte ou bout-a`-bout) pour
former la structure totale. De nombreuses structures posse`dent une syme´trie unidimensionnelle (Voir
Fig. I.11). Cette syme´trie peut eˆtre une translation suivant la direction principale (a), une rotation
autour d’un axe (b) ou une pe´riodicite´. Ce type de structure est conside´re´ comme un guide d’ondes.
Quelques structures sont conside´re´es comme uniformes dans une direction, le long de l’axe de la
structure dont les sections transversales ont les meˆmes proprie´te´s physiques et ge´ome´triques. Les
ondes propage´es suivant cet axe sont fonction des caracte´ristiques de la forme de la section.
La propagation d’ondes dans les structures pe´riodiques a e´te´ e´tudie´e premie`rement dans le travail
de Brillouin [45] pour les syste`mes de treillis et pour les lignes e´lectriques. Ces e´tudes sont largement
de´veloppe´es dans les papiers de Mead [46, 47, 48, 49]. Le travail consiste en des analyses classiques des
structures pe´riodiques. L’approche est base´e sur le principe de Floquet ou sur la matrice de transfert.
3.2. Me´thodes d’e´tudes pour les structures guides d’ondes uniformes
Les connaissances sur les caracte´ristiques de propagation d’ondes de structures sont tre`s importantes.
Particulie`rement a` haute fre´quence, les mode`les d’e´le´ments finis de la structure totale sont trop com-
plexes pour eˆtre utilise´s en pratique. Des approches en se basant sur les proprie´te´s d’ondes peuvent
eˆtre utilise´es dans la pre´diction de la propagation de perturbations, de la transmission d’e´nergie ou
de la diffusion de la radiation acoustique. Un re´sume´ de ce type de structures courantes est pre´sente´
dans [50]. Concernant les me´thodes de calcul pour les guides d’ondes, les approches e´tudie´es dans le
passe´ peuvent se diviser en deux parties. Le premier groupe concerne les guides d’ondes uniformes
correspondant aux cas a) et b) dans la Fig. I.11 tandis que le deuxie`me est oriente´ vers les structures
pe´riodiques, type c) dans la Fig. I.11. Le cas de guides d’ondes uniformes est un cas particulier de
celui de structures pe´riodiques d’une pe´riode arbitraire.
La vibration des structures guides d’ondes est un the`me tre`s e´tudie´. Von Flotow [44], Beale [43]
et Accorsi ont utilise´ une approche par ondes pour e´tudier la vibration dans les re´seaux structuraux
compose´s par des structures uniformes simples. Ils ont re´solu le comportement vibratoire des e´le´ments
individuels et des jonctions entre les e´le´ments par la me´thode analytique. Ils ont de´crit le comportement
vibratoire des structures en fonction des ondes dans les e´le´ments, des proprie´te´s des jonctions de chaque
e´le´ment et des conditions aux bords. Des analyses de´taille´es sur le couplage entre les sous-structures
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guides d’ondes sont de´veloppe´es par Mencik et Ichchouc [51]. Une des me´thodes utilise´es pour les
recherches de vibration est la me´thode e´nerge´tique [52]. La me´thode e´nerge´tique souvent utilise´e pour
les hautes fre´quences est l’Analyse Statistique de l’E´nergie (SEA). Cette me´thode est de´veloppe´e par
A.Bocquillet et al. [38] pour les structures axi-syme´triques couple´es avec un fluide comme les tuyaux
remplis par un fluide ou pour les parois minces avec une technique d’hybridization FEM-SEA.
La me´thode des e´le´ments finis spectraux (SFE) se base sur la de´composition spectrale (ou modale)
de la re´ponse sur une base harmonique [53]. Elle permet de de´terminer les deux parame`tres d’ondes
importants : le nombre d’ondes et la vitesse de groupe. L’application de cette me´thode est principale-
ment de´veloppe´e par Finnveden et al. [54] pour les guides d’ondes de section uniforme plus complexe.
Elle est applique´e pour les structures a` parois minces ou` le comportement vibratoire joue un roˆle tre`s
important par rapport a` la capacite´ portante de ce type de structures. Les e´quations homoge`nes de
mouvement harmonique pour les structures guide d’ondes unidirectionnelles de sections constantes
sont e´crites sous la forme matricielle. Dans la me´thode SFE, Finneveden [55, 39] a pre´sente´ l’e´quation
discre´tise´e comme
N∑
n=0
Kn
∂nU
∂xn
− ω2MU = 0 (I.9)
La solution approche´e de l’e´quation discre´tise´e peut s’e´crire :[
N∑
i=1
kiKi − ω2M
]
U = 0 (I.10)
Ou` M est la matrice de masse usuelle. La matrice de rigidite´ est de´veloppe´e suivant la puissance du
nombre d’ondes ki, de´crivant la propagation d’ondes suivant la direction de syme´trie. Les matrices Ki
ne sont pas les matrices de rigidite´ normales dans les formules des e´le´ments finis. Elles doivent eˆtre
de´termine´es spe´cialement pour chaque proble`me par l’e´quation de Lagrange, le principe de Hamilton
ou le principe de travail virtuel. Ainsi, il est difficile d’exploiter les logiciels commerciaux pour calculer
ces matrices.
Le de´placement de´couple´ en fonction de la position du point examine´ dans la section et la coordonne´e
de cette section peut eˆtre e´crit sous la forme eiλxU(y, z) ou` x est la direction de syme´trie et y, z sont
les coordonne´es de la section transversale. La fonction de de´formation est donc de la forme [54] :
w(x, y, z) = Θ(y, z)TΦdiag(eiλx)A
[
u1
u2
]
(I.11)
ou` Θ contient des vecteurs propres de la section de la structure dans le cas de mode´lisation 2D, les
colonnes de Φ et les termes de λ sont les vecteurs propres et les valeurs propres donne´es par
[K(ik)− λM]Φ = 0 (I.12)
ou` k le nombre d’ondes et A est donne´ par les conditions aux limites pour que les de´placements nodaux
soient e´gaux a` ceux aux bords.
La premie`re application de la technique de guide d’ondes EF a e´te´ faite par Aalami qui a e´tudie´
la propagation d’ondes dans des poutres avec la section transversale arbitraire [56]. Les e´tudes plus
re´centes de´crivent la propagation d’ondes dans les plaques composites stratifie´es, les poutres a` parois
minces [57], la voie ferroviaire [58, 35], les tubes remplis de fluide [39]. Ansi, les re´sultats nume´riques
comparent le nombre d’ondes calcule´ dans les mode`les de poutres a` parois minces de Timoshenko et
de Vlasov dans [59]. Dans le cas plus complique´ (tunnel de ventilation), ces re´sultats sur la relation
de dispersion ont permis de comparer les the´ories de poutre de Timoshenko, de structures a` parois
minces et mode`le des e´le´ments finis de guide d’ondes.
F.Birgersson et al. [60, 61] ont de´veloppe´ la me´thode des super e´le´ments spectraux (SSFE) - une
me´thode me´lange´e entre SFE et WFE applique´e pour les structures minces ou` sont incluses les ondes
planes et l’interaction fluide-structure. La matrice de transfert et celle de rigidite´ dynamique sont
aussi utilise´es. Shorter [62] a de´veloppe´ la me´thode SFE pour les mate´riaux stratifie´s viscoe´lastiques
en utilisant l’e´quation de Lagrange et a trouve´ les relations de dispersion. L.Gry [35] a applique´ une
ide´e similaire pour le calcul de propagation d’ondes dans les rails. Il a calcule´ la relation de dispersion
et les acce´le´rances.
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3.3. Me´thode d’e´le´ments finis pour les structures pe´riodiques
La me´thode des e´le´ments finis guide d’ondes (WFE - Waveguide Finite Elements) est similaire a` la
me´thode des e´le´ments finis spectraux a` l’exception qu’un code de calcul usuel peut eˆtre utilise´ dans
la mode´lisation. Avec un code commercial, les structures ayant une ge´ome´trie et une distribution de
mate´riaux complexes pourront eˆtre analyse´es relativement facilement. Par rapport a` une approche
d’e´le´ments finis standard ou` la totalite´ de la structure est maille´e, avec la me´thode des e´le´ments finis
guide d’ondes, une seule cellule caracte´ristique est maille´e, donc le couˆt de calcul est conside´rablement
diminue´.
3.3.1. Pe´riodicite´ unidimensionnelle
Suite aux e´tudes de Mead sur les ondes harmoniques propage´es dans les syste`mes line´aires unidi-
mensionnels pe´riodiques [46], sur les modes propres dans les syste`mes mono [47] ou multi couple´s [48],
la me´thode des e´le´ments finis pour les structures guide d’ondes pe´riodiques est essentiellement pre´sente´
en de´tail avec des applications par D. Duhamel [29, 63]. L’ide´e principale de cette me´thode est que la
propagation d’ondes dans une structure peut eˆtre obtenue par les constantes d’ondes λ de´pendant de
la fre´quence ou de la matrice de transfert T qui relie les de´placements q et les forces f des deux cote´s
de la cellule par la relation (Fig. I.12) :[
qR
−fR
]
= T
[
qL
fL
]
= λ
[
qL
fL
]
(I.13)
ou` les indices L et R de´signent respectivement le coˆte´ gauche et le coˆte´ droite, λ, la constante de
propagation d’ondes, de´pendante de la fre´quence, est la valeur propre de la matrice de transfert T.
Cette constante peut s’e´crire sous la forme λ = eikl dans laquelle l est la longueur de la cellule et k
est le nombre d’ondes.
fL
q
L q R
fR
Figure I.12. : Forces et de´placements a` gauche et a` droite d’une cellule
La me´thode des e´le´ments finis guide d’ondes a des avantages par rapport a` un code d’e´le´ments finis
standard. Pourtant, il existe des proble`mes intrinse`ques a` re´soudre :
• Proble`me de matrices mal conditionne´es :
Mead a montre´ dans ses papiers [46, 47, 48] que le nombre d’ondes est deux fois le minimum de
degre´s de liberte´ a` l’interface et peut eˆtre de´compose´ en un meˆme nombre d’ondes positives et
ne´gatives. Les constantes d’ondes sont alors divise´es en couples (λ, 1/λ). Houillon [41] et Bocquillet
[64] ont de´veloppe´ la me´thode WFE pour calculer les re´ponses en fonction des ondes, mais le re´sultat
nume´rique n’est pas stable, car les matrices globales donne´es par ces auteurs sont mal conditionne´es.
Gry et Gontier ont de´veloppe´ une me´thode pour re´duire le mauvais conditionnement des matrices
globales dans [35, 65] en proposant un proble`me de valeurs propres λ + 1λ associe´es a` la matrice
T+T−1 car la matrice de transfert T est symplectique [66]. Ici, la matrice de rigidite´ dynamique de
la structure comple`te est facilement construite en connaissant des modes d’ondes et des constantes
de propagation calcule´es pour une cellule.
Luongo et al. [67] a propose´ une me´thode pour e´viter le mauvais conditionnement des matrices en
se´parant les parties re´elles et imaginaires des valeurs propres, et en distinguant les valeurs propres
re´elles et complexes. La repre´sentation matricielle est purement re´elle. C’est la me´thode des vecteurs
d’ondes re´els. L’e´quation dynamique est e´crite selon la direction de propagation des ondes re´elles
de la section A a` la section B (N e´le´ments) :(
rB
iA
)
=
[
ΛNre 0
0 ΛNim
](
rA
iB
)
(I.14)
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ou` rH , iH sont les vecteurs d’ondes re´els et imaginaires, Λre,Λim sont les matrices des valeurs propres
associe´es H = A,B. Une technique d’application des conditions aux limites similaire est propose´e
par Duhamel dans [63].
• Proble`me de re´duction des matrices :
Avec les me´thodes des e´le´ments finis classiques, il est e´vident qu’une augmentation dans l’analyse
fre´quentielle exige une taille de maillage diminue´e, et un crite`re ge´ne´ral sera d’avoir entre 5 et 10
noeuds par longueur d’onde. Par conse´quent, cette condition peut mener a` des grands maillages
et ainsi a` un calcul lourd. Quelques me´thodes telles que la re´duction de Guyant de´crit dans [68]
ou de Petyt dans [69] peuvent eˆtre utiles pour re´duire le nombre de degre´s de liberte´ du syste`me.
Elles consistent a` ne´gliger l’inertie de degre´s de liberte´ comple´mentaires et a` garder un syste`me
avec les degre´s de liberte´ principaux. Cependant, cela exige une se´lection judicieuse des degre´s de
liberte´ permettant de mener au syste`me e´value´ de fac¸on suffisamment pre´cise. Une autre me´thode
classique est propose´e par Duhamel et al. [63] avec l’ide´e que l’on effectue une projection orthogonale
de l’espace des variables dynamiques a` l’espace ge´ne´re´ par une base de vecteurs d’ondes associe´s aux
valeurs propres ayant un module proche de l’unite´. Comme les ondes avec des constantes petites
sont rapidement atte´nue´es, la de´composition spectrale assure une pre´cision suffisante avec un nombre
limite´ de valeurs.
Espacecomplet
Espace de grandes valeurs
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Figure I.13. : Me´thode de projection orthogonale
• Proble`me de transformation des coordonne´es :
Ce proble`me est lie´ au fait que meˆme si les maillages de deux sections a` gauche et a` droite sont
identiques, la repre´sentation de ces deux sections n’est pas identique. A titre d’exemple, pour les
structures de syme´trie cyclique, elles ont les meˆmes coordonne´es dans les plans radiaux, mais dans le
repe`re carte´sien, ces coordonne´es ne sont pas les meˆmes. La solution est soit de reposer le proble`me
dans le repe`re pre´ce´dent en recalculant toutes les matrices e´le´mentaires, soit d’effectuer une trans-
formation a` une re´fe´rence dans laquelle les sections ont les meˆmes proprie´te´s. Une technique est
pre´sente´e dans le chapitre sur les structures pe´riodiques avec la pre´sence de la matrice de rotation.
Une autre technique est une transformation bijective quelconque [70] qui aligne les deux sections a`
gauche et a` droite. Le proble`me est donc purement alge´brique sans sens physique. Une transforma-
tion inverse est requise pour trouver la re´ponse exacte du proble`me.
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3.3.2. Pe´riodicite´ multidimensionnelle
A coˆte´ des e´tudes sur les structures unidimensionnelles pe´riodiques, Brillouin a aborde´ les proble`mes
multidimensionnels pour le cas des treillis dans [45]. Langley a effectue´ une e´tude the´orique et
expe´rimentale sur le meˆme type de structure (grillage de poutres) dans [71]. Il a de´veloppe´ la the´orie
dynamique pour le cas bidimensionnel dans ses articles dans les deux cas de base : charge impulsive
[72] et charge harmonique [73]. Il a pose´ premie`rement le proble`me 2D a` l’infini sollicite´ par une
charge ponctuelle harmonique. Les modes de vibration de´pendent des conditions aux limites, celle de
Born-von Ka´rma´n est utilise´e. Le sche´ma d’une structure pe´riodique 2D est pre´sente´ dans la Fig. I.14.
Figure I.14. : Sche´ma d’une structure pe´riodique bidimensionnelle. La charge ponctuelle est ap-
plique´e a` la position de la fle`che.
Le the´ore`me de Bloch [45] est pris dans la de´composition du de´placement sous la forme :
w (n,x) = g (x) e(µ1n1+µ2n2) (I.15)
ou` µ1 et µ2 sont des constantes de propagation et n = (n1, n2) est la localisation de l’e´le´ment. Dans
la dynamique des structures, ces constantes sont souvent e´crites comme µi = δi + ii ou` δi et i
sont les constantes d’atte´nuation et de phase. En imposant les conditions aux limites pe´riodiques
“approprie´es”, il est possible de poser l’e´quation sur un trio (ω, µ1, µ2). La plupart des applications
concernent la propagation d’ondes sans atte´nuation, donc δ1 = δ2 = 0 et la proce´dure d’analyse est
de spe´cifier les constantes de phase 1, 2 et de chercher la fre´quence de propagation ω.
L’ensemble des modes de vibration sous la condition aux limites de Born-von Ka´rma´n est de´termine´
comme une application d’une paire de 2 nombres entiers (p, q) et la proce´dure utilise´e donne un
ensemble de N1N2 modes. Chaque mode est associe´ a` une surface de phases constantes repre´sente´e
par la fonction Ω(1, 2). En utilisant la superposition modale, la solution pour une structure de N1×N2
cellules est calcule´e par l’inte´gration par rapport aux phases 1, 2 :
w (n,x) =
N1N2
2pi2
pi∫
−pi
pi∫
−pi
g∗tFg0e−i1n1−i2n2d1d2
[Ω (1, 2)]
2 (1 + iη)− ω2 (I.16)
ou` F est la charge complexe harmonique ponctuelle, g∗ et g0 sont des fonctions de 1 et 2.
Une analyse de´taille´e e´nerge´tique de la re´ponse est pre´sente´e. Deux applications d’un re´seau de
masses avec des ressorts [73] et d’un syste`me de poutres [71] sont e´galement pre´sente´es. La the´orie
pour le cas de charge impulsive est similaire au cas pre´ce´dent. La re´ponse modale est applique´e pour
les structures pe´riodiques bidimensionnelles, infinies ou finies dans la pe´riode avant que la perturbation
atteigne le bord du syste`me. Un exemple pour la plaque a` haute fre´quence avec le cas particulier de
nombre d’ondes complexe est e´galement pre´sente´ dans [74] (au lieu de  dans l’expression ci-dessus)
k = k0 + iωη2cg ou` η, cg sont le facteur de perte et la vitesse de groupe d’ondes.
L’application de la the´orie est pre´sente´e par Duhamel [75] dans le calcul de la fonction de Green.
L’ide´e de cette me´thode est le meˆme que dans le cas unidimensionnel. Pourtant, l’e´quation d’e´quilibre
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de l’e´le´ment est re´e´crite en ajoutant les termes de´pendant des constantes de propagation de gauche a`
droite ou de base au sommet. Une ge´ne´ralisation pour les re´seaux non orthogonaux est aussi pre´sente´e.
En principe, la the´orie pour les structures pe´riodiques tridimensionnelles est base´e sur les meˆmes
ide´es que les proble`mes pre´sente´s. Pourtant, il n’y a pas encore de recherches concernant ce type
d’application.
3.3.3. Multicouplage des structures partiellement pe´riodiques
Le multicouplage des structures a le meˆme principe de re´solution que la me´thode de sous-
structuration. Les sous-structures sont connecte´es a` la partie restante par les degre´s de liberte´ a`
la jonction (ou a` l’interface). Pour un syste`me ayant des parties pe´riodiques, chaque partie est traite´e
comme une structure pe´riodique avec un nombre re´duit de degre´s de liberte´. Au niveau de la jonction,
un maillage classique est utilise´ et une jonction est connecte´e aux parties pe´riodiques par quelques
degre´s de liberte´ principaux. Une e´tude sur ce type de structure est pre´sente´e par Mencik dans [51]
sur la propagation d’ondes et sur la diffusion a` partir d’une jonction. La Fig. I.15 montre l’ide´e de ce
principe a` l’application possible pour les structures de type charpente me´tallique avec les barres qui
se joignent aux noeuds. La me´thode aborde´e dans cet article concerne une e´laboration de la matrice
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Figure I.15. : Multicouplage des structures pe´riodiques. Une application pour la charpente me´tallique
de couplage C liant les vecteurs d’amplitudes d’ondes incidents et re´fle´chis sur l’e´le´ment de couplage,
en se basant sur la me´thode de multiplicateurs de Lagrange (utilise´e pour les contraintes aux surfaces
de couplage). La repre´sentation matricielle est sous la forme condense´e :
Qref = CQinc (I.17)
avec la matrice de diffusion C = −[TtK∗TΨqref + ΨFref ]−1[TtK∗TΨqinc + ΨFinc], Ψref ,Ψinc sont les
vecteurs d’ondes incidentes et re´fle´chies normalise´es (les indices q,F sont associe´s aux vecteurs d’ondes
pour les de´placements et pour les forces d’e´le´ments) et Qref ,Qinc sont les vecteurs d’amplitudes des
ondes re´fle´chies et incidentes associe´es aux sous-structures au niveau des surfaces de liaison. La matrice
T est similaire a` la matrice de transfert des guides d’ondes a` l’e´le´ment de couplage. La matrice K∗
est la matrice de rigidite´ de l’e´le´ment de couplage, condense´e pour les degre´s de liberte´ aux surfaces
de couplage K∗qC = FC . Les exemples nume´riques de couplage longitudinal et transversal entre deux
poutres sont e´galement pre´sente´s dans cet article.
4. Conclusion et perspectives
Cette the`se se compose de trois parties :
• La premie`re partie consiste en l’identification des parame`tres des mate´riaux constituants du pneu.
Au de´but de cette partie, l’identification des proprie´te´s statiques pour chaque mate´riau sera
pre´sente´e. En principe, le processus de gonflement du pneu est conside´re´ comme statique. Par
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conse´quent, les proprie´te´s statiques sont utilise´es pour mode´liser et pour calculer les contraintes sta-
tiques dans la premie`re phase. Le module e´lastique du caoutchouc a` plusieurs points est de´termine´
par la loi de contact de Hertz. Une analyse de´taille´e de la bande de roulement est aussi pre´sente´e. Les
modules dans les directions de la couche e´le´mentaire sont mesure´s et sont de´termine´s en connaissant
le module apparent des caˆbles. Les proprie´te´s me´caniques de la bande de roulement sont calcule´es
par un mode`le de composite.
Le deuxie`me chapitre aborde les caracte´ristiques et le comportement dynamique des mate´riaux.
Dans les proble`mes dynamiques, les modules complexes seront utilise´s pour calculer les fonctions
de re´ponse en fre´quence. Les essais dynamiques permettent de de´terminer le module e´lastique dy-
namique et le coefficient d’amortissement des mate´riaux.
• La deuxie`me partie pre´sentera une campagne de mesure des fonctions de re´ponse en fre´quence sur
le pneumatique dans plusieurs cas : sur la bande de roulement et dans la section transversale.
Quelques premiers modes de la bande de roulement et de la section sont identifie´s. Ces fonctions
seront ve´rifie´es avec un mode`le e´le´ments finis pe´riodiques dans la troisie`me partie.
• La troisie`me partie pre´sentera en de´tail la me´thode nume´rique d’e´le´ments finis pe´riodique et l’ap-
plication au calcul des fonctions de re´ponse dynamique d’un pneumatique avec une vraie section
ayant la distribution re´elle des mate´riaux. La pe´riodicite´ dont l’on profite est unidimensionnelle sur
le contour du pneumatique. Les re´ponses en fre´quence sont de´termine´es dans le cas de mate´riaux
homoge`nes et elles sont valide´es avec le code d’e´le´ments finis ANSYS. Lorsque la me´thode est
the´oriquement valide´e, les proprie´te´s re´elles de la ge´ome´trie et des mate´riaux sont introduites. Un
mode`le incluant la pression interne sera pre´sente´e a` la fin en comparaison avec les mesures re´alise´es
dans la deuxie`me partie.
Les re´sultats de la the`se pourraient eˆtre utilise´s dans l’analyse dynamique des structures ayant
une pe´riodicite´ car dans les logiciels actuels, l’exploitation de la pe´riodicite´ n’est utilise´e que dans
les analyses statiques et modales. Pour les pe´riodicite´s plus complique´es, cette me´thode sera aussi
applicable.
Quant au domaine du bruit, ce mode`le du pneumatique nous donne la possibilite´ d’e´tudier les
proble`mes de bruit de transport, ge´ne´re´ par le pneu en ajoutant l’effet de roulement dans ce mode`le.
L’ide´e est similaire a` celle de la pression interne en la couplant avec le proble`me de contact pneu-
chausse´e.
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Chapitre II.
Proprie´te´s statiques des mate´riaux constituants du
pneumatique
Dans ce chapitre, les proprie´te´s statiques des mate´riaux constituants du
pneumatique comme le caoutchouc, les caˆbles, la bande roulement et les
tringles sont aborde´es. Le module e´lastique du caoutchouc est de´termine´
par la loi de Hertz tandis que celui de la bande de roulement est mesure´
et valide´ par un mode`le de composite. Le module e´quivalent des caˆbles
est caracte´rise´ par un mode`le de Labrosse. Ces caracte´ristiques seront
utilise´es dans la phase de chargement statique du pneu.
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1. Ge´ne´ralite´s
1.1. Composants d’un pneu
Un pneu est un ensemble de parties ou de sous-ensembles dont chacun a une fonction spe´cifique. La
Fig. II.1 illustre les composantes cle´s d’un pneu de camion [19].
Figure II.1. : Composants d’un pneu
- Sculpture : la composante de re´sistance d’usure du pneu dans le contact avec la chausse´e. Il
doit fournir aussi la traction, le de´rapage, et une bonne distribution des morceaux avec la ge´ne´ration
minimale de bruit et de chaleur. Les sculptures sont des me´langes de caoutchouc naturel (NR), po-
lybutadie`ne (BR), et styre`ne butadie`ne (SBR), produit avec du carbone, de la silice, des pe´troles, et
des produits chimiques vulcanise´s.
- Base : une partie de la bande de roulement, cette composition caoutchouteuse garantit une bonne
adhe´sion entre la ceinture et la sculpture, la dissipation de la chaleur et une faible re´sistance de
roulement.
- Flanc : il sert a` controˆler la direction de conduite. Il est compose´ de caoutchoucs naturels, SBR et
BR avec du carbone, quelques huiles et des produits organiques.
- Tringles : boucle de fils d’acier inextensible qui ancre les plis et ainsi bloque le pneu sur la roue
pour e´viter le glissement sur la jante.
- Plis : en tissu ou en cordes d’acier, il est le mate´riau principal de renforcement du reveˆtement.
- Ceinture : couches en tissu ou en cordes d’acier au-dessous de la sculpture qui rigidifie le pneu,
ame´liore la re´sistance a` l’endommagement et prote`ge les cordes des plis.
1.2. Essais statiques
Les caracte´ristiques statiques des mate´riaux sont utilise´es dans l’estimation pre´liminaire du mode`le
ou dans l’e´tape de chargement statique. Comme les mate´riaux constitutifs du pneu d’une voiture
normale sont le caoutchouc, la bande de roulement avec les caˆbles en acier, les tringles, les textiles en
nylon, nous de´terminerons les proprie´te´s de ces mate´riaux. La me´thode classique est d’effectuer une
traction simple pour de´terminer le module e´lastique. Pourtant, avec les mate´riaux complexes, on peut
utiliser des techniques spe´cifiques pour chaque e´le´ment :
1.2.1. Caoutchouc :
Le caoutchouc est un mate´riau mou avec un faible module. Il existe divers mode`les pour le ca-
outchouc du pneumatique comme un mode`le simple de type Kelvin-Voigt ou plus complexe comme
Mooney-Rivlin [76]. Il est conside´re´ souvent comme un mate´riau hypere´lastique. Pourtant, dans le cas
d’analyses dynamiques avec une petite perturbation autour de la position d’e´quilibre, le comportement
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du caoutchouc peut eˆtre conside´re´ comme viscoe´lastique. L’essai de traction du caoutchouc exige une
pre´cision fine sur la force mesure´e. Sameur [77] a utilise´ la formule de contact de Hertz [78] qui relie
le module e´lastique du mate´riau avec le de´placement de contact.
1.2.2. Bande de roulement :
La bande de roulement se compose de trois couches : deux couches e´le´mentaires avec les caˆbles
distribue´s dans le caoutchouc et une couche de caoutchouc au milieu. Les proprie´te´s me´caniques de
cette partie sont identifie´es soit par les tests de traction soit par un processus d’homoge´ne´isation en
se basant sur les proprie´te´s des caˆbles et du caoutchouc. Pour les caˆbles, comme on ne peut pas
mesurer la de´formation du fil avec les jauges courantes, une relation entre la force et le de´placement
sera utilise´e. Un mode`le de fils torsade´s sera utilise´ comme dans [79]. C’est le mode`le simplifie´ d’un
mode`le e´le´ments finis propose´ par Labrosse [80]. Les parame`tres influenc¸ant sont les diame`tres de fils
et l’angle de torsion des fils autour du fil central. L’estimation avec les fils de renforcement dans le pneu
montre une bonne cohe´rence avec la mesure. Ayant les caracte´ristiques des caˆbles et du caoutchouc,
les modules e´lastiques de la couche e´le´mentaire peuvent eˆtre obtenus par le mode`le d’approche auto-
cohe´rente ou de Mori-Tanaka. Pour cette couche, l’estimation et la mesure montrent aussi un bon
accord.
Les modules e´lastiques de la bande de roulement sont e´galement mesure´s avec un processus standard
de traction en utilisant des cellules de force et des jauges de de´formation. Ils sont aussi calcule´s par un
mode`le d’homoge´ne´isation d’un mate´riau composite multicouche. Ces calculs servent a` de´terminer les
quantite´s difficilement mesure´es par les essais courants pour les introduire dans le mode`le nume´rique.
1.2.3. Textile en nylon et tringles
Le module e´quivalent des tringles peut eˆtre calcule´ de fac¸on similaire a` celui des caˆbles dans la
couche e´le´mentaire. Pourtant, son influence sur le comportement dynamique du pneu n’est pas tre`s
importante, car les tringles occupent un faible volume dans le pneu. Ils supportent essentiellement les
contraintes statiques dans la phase de gonflement et de la charge de´rive´e par la voiture. La couche
ayant le nylon peut eˆtre identifie´e de meˆme fac¸on que la couche e´le´mentaire ayant les caˆbles en acier.
2. Caoutchouc
2.1. Ge´ne´ralite´s. Contact e´lastique entre le caoutchouc et une bille d’acier
On conside`re que le caoutchouc dans la gomme et dans le flanc est isotrope. L’identification des
caracte´ristiques du caoutchouc constituant du pneu est pre´sente´e en de´tail dans la Ref. [77]. La com-
plexite´ de la ge´ome´trie du pneu engendre une difficulte´ d’y extraire une quantite´ suffisante pour faire
les essais d’identification classique. Le module e´lastique du caoutchouc est mesure´ en utilisant la loi de
contact statique de Hertz. Le contact statique d’une bille en acier et un plan en caoutchouc est pre´sente´
dans la Fig. II.2. La Fig. II.3 pre´sente l’e´volution de la force P en fonction de l’interpe´ne´tration. La
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Figure II.2. : Contact bille-caoutchouc
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vitesse de chargement est de 0.1 mm/min.
D’apre`s la loi de contact de Hertz, la relation entre la force et l’interpe´ne´tration est sous la forme :
P = Kδ3/2 (II.1)
avec
K =
4
3
E∗
√
R (II.2)
ou` P repre´sente la charge normale applique´e, R est le rayon de courbure e´quivalente, E∗ est le module
d’Young e´quivalent et δ est l’interpe´ne´tration de la bille sphe´rique dans le caoutchouc.
1
R
=
1
Rsphe`re
+
1
Rcaoutchouc
;
1
E∗
=
1− ν2sphe`re
Esphe`re
+
1− ν2caoutchouc
Ecaoutchouc
Vu que l’on connaˆıt toutes les proprie´te´s me´caniques de la sphe`re et νcaoutchouc = 0.5, on pourra
calculer Ecaoutchouc par la de´termination K. Comme le module e´lastique du caoutchouc est assez faible,
la de´termination de l’interpe´ne´tration δ au moment ou` la force est nulle est tre`s sensible. Quelques
fois, la mise en position de l’e´prouvette n’est pas parfaite tandis que la force a de´ja` augmente´. Une
solution possible est d’appliquer une force initiale P0 correspondant au de´placement δ0. La loi de Hertz
nous donne :
P (t) = Kδ(t)3/2 t : temps; P0 = Kδ
3/2
0
On en de´duit :
P (t)2/3 − P 2/30 = K2/3[δ(t)− δ0] (II.3)
Le principe de l’expe´rience est qu’apre`s avoir mis la sphe`re en contact avec le caoutchouc avec
un de´placement initial δ0 (ne´gligeable par rapport au rayon de la sphe`re), on line´arise les points
expe´rimentaux par l’Eq. (II.3) pour de´terminer la valeur de K. La valeur du module d’Young du
caoutchouc est calcule´e inversement a` partir de K.
P
P
Figure II.3. : E´volution de la force en fonction de l’interpe´ne´tration dans le contact sphe`re-
caoutchouc
2.2. Dispositifs des essais
On distingue des types de caoutchouc a` la bande de roulement (dans la sculpture du pneu), au flanc
(ou` il n’y a pas de caˆble en acier), et a` la surface inte´rieure du pneu. Les proprie´te´s me´caniques de
ces trois types de caoutchouc sont potentiellement diffe´rentes car les caoutchoucs sont compose´s de
divers composants chimiques (caoutchouc naturel, abre´v. NR ; caoutchouc butadie`ne, abre´v. BR ; ou
styre`ne butadie`ne, abre´v. SBR). On extrait des morceaux de chaque partie composante dans le pneu
et on effectue des essais de contact. Le dispositif des essais est introduit dans la Fig. II.4.
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Figure II.4. : Dispositif des essais de contact pour de´terminer le module e´lastique du caoutchouc
2.3. Re´sultats et commentaires
En trac¸ant la repre´sentation entre P (t)2/3 − P 2/30 en fonction de (δ(t) − δ0) pour chaque type de
caoutchouc, on calcule la valeur de K. Les re´sultats expe´rimentaux de cette relation sont pre´sente´s
dans la Fig. II.5. Le module e´quivalent est calcule´ par l’Eq. (II.2). Les valeurs utilise´es sont :
– Le rayon de courbure du caoutchouc Rcaoutchouc −→∞
– Le rayon de la bille en acier Rsphe`re = 4.75mm = 0.00475m
– Le module d’Young de l’acier Esphe`re = 210GPa
– Les coefficients de Poisson νcaoutchouc = 0.5 et νsphe`re = 0.3
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9073K =
a` la gomme au flanc
Figure II.5. : Module d’Young du caoutchouc calcule´ par la loi de contact de Hertz : a` la gomme et
au flanc
Les valeurs mesure´es du caoutchouc aux trois positions sont synthe´tise´es dans le Tab. II.1. On a
Tableau II.1. : Valeurs mesure´es du module d’Young du caoutchouc de pneu
Positions Inte´rieur Bande de roulement Flanc
K2/3 9266 9090 9073
Ecaoutchouc [MPa] 7.28 7.07 7.05
identifie´ par la loi de contact de Hertz les modules d’Young de trois types de caoutchouc a` l’inte´rieur,
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Figure II.6. : Module d’Young du caoutchouc calcule´ par la loi de contact de Hertz : a` l’inte´rieur
a` la bande de roulement et au flanc du pneu. Les valeurs obtenues sont en bon accord avec la valeur
extraite dans [77] et [81] (le module statique a` petites de´formations est environ 7.1 MPa).
3. Couche e´le´mentaire dans le pneu
3.1. Ge´ne´ralite´s
Une couche e´le´mentaire du pneu consiste en une couche me´lange´e de caˆbles compose´s de trois fils
en acier torsade´s avec le caoutchouc comme la matrice dans un mode`le fibre-matrice. Le caˆble de
trois fils ne travaille pas comme une fibre avec une section constante le long du fil. Cependant, dans
certains cas, quand les de´formations restent encore petites (pour qu’il ne se produise pas une grande
concentration de contrainte), on peut e´valuer les proprie´te´s en prenant un mode`le fibre-matrice.
Dans cette section, les essais pour la de´termination des proprie´te´s de la couche e´le´mentaire (et
ainsi la loi des me´langes) sont pre´sente´s. Les modules, les coefficients de Poisson de cette couche sont
mesure´s et calcule´s par la loi des me´langes. Les re´sultats montreront la limite d’application de la loi des
me´langes, ou` les caˆbles restent paralle`les dans l’ensemble matrice-caˆbles. Dans l’essai d’identification
du module de cisaillement (“traction a` 45◦” donc le couplage cisaillement-traction), le re´seau des caˆbles
est de´forme´ et les caˆbles ne restent plus paralle`les. Dans ce cas, la loi de me´lange n’est plus valable.
Un facteur qui joue un roˆle important dans le mode`le fibre-matrice est la fraction volumique de tous
les mate´riaux constitutifs. La fraction volumique des caˆbles φc et celle du caoutchouc φr = 1− φc est
calcule´e apre`s avoir bruˆle´ une e´prouvette de forme paralle´le´pipe´dique de dimensions 0.6 x 18.6 x 125.5
mm, extraite a` partir de cette couche en supposant que la masse volumique de l’acier est de 7850
Kg/m3. La masse volumique du caoutchouc est recalcule´e pour ve´rifier si elle est raisonnable (cette
valeur est raisonnablement comprise entre 950-1150Kg/m3).
Tableau II.2. : Fractions volumiques de l’acier et du caoutchouc dans la couche e´le´mentaire
Masses [g] Masse volumique [g/cm3] Volume [cm3] Fractions volumiques [%]
Acier 2.38 7.850 0.303 21.65
Caoutchouc 1.13 1.030 1.097 78.35
3.2. Fils d’acier
La de´termination du module e´lastique d’un fil acier n’est pas simple car il n’est pas absolument
droit. La contrainte normale n’est pas perpendiculaire a` la section transversale et la relation entre
la contrainte apparente (rapport entre la force et l’aire de la section) et la de´formation apparente
-23 -
II. Proprie´te´s statiques des mate´riaux constituants du pneumatique
(calcule´e en connaissant l’allongement λ = 1 + ε) ne repre´sente pas exactement le comportement
de l’acier. Pourtant, une valeur suffisamment raisonnable nous permet de ve´rifier que les caˆbles sont
vraiment en acier et de de´duire l’effet de diminution de la rigidite´ dans le cas ou` les caˆbles se composent
de plusieurs fils torsade´s.
Le diame`tre du fil d’acier est calcule´ a` partir du volume d’acier mesure´ repre´sente´ dans le Tab. II.2.
Le nombre de caˆbles est ncable = 17. La longueur de caˆbles est de lcable = 125.5mm. Le diame`tre est
donc :
dfil =
√
4Vacier
3pincablelcable
= 0.2456mm (II.4)
On doit assurer la fixation de deux bouts du fil lors de l’essai car la raideur du fil et celui de la
machine sont comparables. On utilise des vis de serrage combine´es avec des chevilles comme dans la
Fig. II.7. Le dispositif des essais de traction d’un fil est le meˆme que pour ET de la couche e´le´mentaire
dans la Fig II.9. Il faut remarquer que nous devons effectuer plusieurs tractions secondaires pour
l’aligner le plus possible et pour que les valeurs soient convergentes. Le module e´lastique mesure´ est
la pente de la courbe contrainte-de´formation line´arise´e.
Fil
d’acier
Cheville
Boulon
Tige
197.7filE GPa=
Figure II.7. : Vis de serrage et module e´lastique du fil d’acier dans la couche e´le´mentaire
3.3. Caˆbles de trois fils torsade´s
Le principe de de´termination du module d’Young apparent du caˆble de trois fils torsade´s est similaire
a` celui d’un fil pre´sente´ dans la section 3.2. Une remarque a` prendre en compte est qu’au fur et a`
mesure, la valeur mesure´e est augmente´e selon le nombre de tractions. Ce phe´nome`ne vient de la mise
en position de deux bouts du caˆble et de la mise en contact imparfait entre les trois fils. La solution
est qu’on peut tirer plusieurs fois sur un caˆble sans modifier la connexion entre la machine et les deux
vis de serrage. Le module mesure´ sera convergent a` la valeur exacte. L’aire e´quivalente du caˆble est
prise comme :
Acable = 3Afil = 3
pid2fil
4
(II.5)
Dans [79, 80], un mode`le semi-analytique appele´ ”mode`le de Labrosse” est pre´sente´ pour calculer le
Tableau II.3. : Convergence des valeurs mesure´es du module d’Young apparent du caˆble
Tirage N◦ 1 2 3 4 5 6
Ecable GPa 48.77 101.39 145.81 160.63 163.41 162.55
module e´lastique e´quivalent d’un caˆble synthe´tique compose´ de fils torsade´s. L’e´quation de ce mode`le
s’e´crit comme suit : {
Fz
Mz
}
=
[
kεε kεθ
kθε kθθ
]{
εz,z
θz,z
}
(II.6)
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162.55
câble
E GPa=
Figure II.8. : Module e´lastique du caˆble de trois fils dans la couche e´le´mentaire
ou` εz,z, θz,z sont respectivement les de´formations axiales et de torsion. Dans notre cas, on conside`re
que deux fils sont tourne´s autour du fil restant faisant deux he´lices. Les expressions analytiques des
termes de la matrice de rigidite´ sont :

kεε = (EA)f + 2(EA)f cos3 α
kεθ = kθε = 2(EA)fRh sinα cos2 α
kθθ = (GI)f + 2
[
(EA)fR2h sin
2 α cosα+ (GI)f cos5 α+ (EI)f sin2 α cosα(1 + cos2 α)
] (II.7)
ou` l’indice f repre´sente des proprie´te´s du fil, Rh est la distance du centre d’un fil ”he´lice” au centre
du fil central. Dans ce cas, Rh = dfil, α est l’angle de la tangente de l’he´lice avec l’axe du caˆble.
tanα = 2pi
Rh
L0
, cosα =
1√
1 + (
2piRh
L0
)2
ou` L0 est la pe´riode de l’he´lice.
Avec dfil = 0.245mm, L0 = 11mm, on en de´duit α = 8◦.
Retournons a` l’Eq. II.6, si le caˆble est libre en rotation, Mz = 0, on peut tirer θz,z = −kεθ
kθθ
εz,z. La
force est re´e´crite :
Fz = kεεεz,z + kεθθz,z =
[
kεε − k
2
εθ
kθθ
]
εz,z = K∗εz,z (II.8)
Le module e´quivalent du caˆble est de´termine´ par :
Ecable =
K∗
Acable
= Efil.f(α) (II.9)
En prenant Gf =
Ef
2(1 + νf )
, If =
pid4f
32
, Af =
pid2f
4
, a` partir de l’Eq. (II.7), on calcule la fonction f(α) :
f(α) =
1
3
[
1 + 2 cos3 α− 64 cos
4 α sin2 α
1
1+νf
(1 + 2 cos5 α) + 36 sin2 α cosα+ 4 sin2 α cos3 α
]
(II.10)
Avec α = 8◦, Efil = 197.7GPa et νf = 0.33, on retire f(α) = 0.8464 et Ecable = 167.3GPa. Si l’on
tient compte de la diminution de l’aire e´quivalente du caˆble, le module e´quivalent du caˆble devient
Ecable = 164.1GPa. Cette valeur est bien comparable a` la valeur mesure´e dans la Fig. II.8.
Pour les calculs ulte´rieurs, on utilisera la valeur Ecable = 162.5GPa dans le mode`le me´lange´ matrice-
caˆble.
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3.4. Proprie´te´s d’une couche me´lange´e de caoutchouc et de caˆbles (EL, ET , νLT , GLT )
Dans cette section, les proprie´te´s de la couche e´le´mentaire dans la bande de roulement sont discute´es.
Comme un me´lange matrice-fibre, les quantite´s me´caniques les plus importantes sont les modules
longitudinaux et transversaux dans deux directions principales EL, ET , le coefficient de Poisson νLT
et le module de cisaillement GLT . On effectuera trois essais pour chaque type de valeur. Les e´prouvettes
sont sous forme de paralle´le´pipe`de et elles sont extraites dans le meˆme pneu qui a e´te´ utilise´ pour les
essais avec les caˆbles. Les dispositifs d’essais sont pre´sente´s dans la Fig. II.9. Les valeurs obtenues dans
Mors
Câblesde
jauges
Serrage de mors
Eprouvette
Pinces
Serrage
INSTRON 10KN INSTRON 2KN
Figure II.9. : Dispositifs des essais de EL, νLT (10KN) et ET , GLT (2KN)
les sections pre´ce´dentes sont utilise´es pour estimer les mesures.
3.4.1. Suivant la direction des caˆbles (EL, νLT )
L’e´paisseur de la couche e´le´mentaire est de 0.6mm. L’e´chantillon utilise´ pour cet essai est extrait de
cette couche avec 73mm de longueur, 17.1mm de largeur. La jauge de type KFG−20−120−C1−11
[82] est utilise´e pour acque´rir les de´formations longitudinales. La loi des me´langes est utilise´e pour
analyser les valeurs mesure´es. Les valeurs obtenues par les mesures sont pre´sente´es dans le Tab. II.4
et dans la Fig. II.10.
32629
L
E MPa=
0.4622
LT
=
EL νLT
Figure II.10. : Module e´lastique longitudinal EL et le coefficient de Poisson dans la couche
e´le´mentaire
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Tableau II.4. : Valeurs mesure´es du module e´lastique longitudinal EL
N◦ 1 2 3 4 5
EL [MPa] 34379 30814 32629 34737 36182
EL [MPa] 33748.2
Tableau II.5. : Valeurs mesure´es du coefficient de Poisson νLT
N˚ 1 2
νLT 0.4622 0.482
νLT 0.4721
Exploitant les valeurs calcule´es pre´ce´demment, le module e´lastique longitudinal et le coefficient de
Poisson calcule´s par la loi des me´langes valent :
EL = φcEcable + φrEcaoutchouc = 35.14GPa (II.11)
νLT = φcνc + φrνcaoutchouc = 0.463 (II.12)
L’estimation par la loi des me´langes nous donne un re´sultat proche des mesures.
3.4.2. Perpendiculairement a` la direction des caˆbles (ET )
Comme on sait que suivant la direction perpendiculaire a` celle des caˆbles, le module e´lastique est
beaucoup plus petit que celui dans l’autre direction, la jauge n’est plus utilise´e. On mesurera les forces
et les de´placements et on en de´duira la relation contrainte-de´formation en connaissant les dimensions
de la section de l’e´chantillon et sa longueur. L’e´longation de l’e´chantillon est de´termine´e directement
a` partir du de´placement et de la longueur initiale.
Les dimensions de l’e´prouvette sont :
– Longueur : 93mm
– Largeur : 20.8mm
– E´paisseur : 0.6mm
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Figure II.11. : Module e´lastique transversal ET dans la couche e´le´mentaire
La loi de me´lange s’e´crit :
1
ET
=
φs
Ecable
+
φr
Ecaoutchouc
−→ ET = 9.1MPa (II.13)
Cette valeur est bien en accord avec les mesures montre´es dans la Fig. II.11.
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3.4.3. 45◦ avec des caˆbles (GLT )
Premie`re me´thode :
Le module de cisaillement est de´termine´ en se basant sur l’essai de traction d’un empilement de deux
couches e´le´mentaires avec les angles θi = ±45◦. Remplac¸ant θ1 = 45◦ et θ2 = −45◦ dans le mode`le
de composite (voir Section 6.2 ), on calcule les matrices de rigidite´ R1(ex,ey ,e3) et R
2
(ex,ey ,e3)
et on en
de´duit A∗ par l’Eq (A.20) dans l’annexe. Comme on connaˆıt EL, ET et νLT , les matrices de rigidite´
contiennent une seule inconnue GLT . Or, la matrice A∗ et donc le module d’Young apparent E45
de´pendent de GLT (Eqs.(A.20) et (A.11)).
En remplac¸ant les angles θi = ±45◦, on peut calculer E45 d’apre`s [83] :
E45 =
1
h
(
A∗11 −
[A∗12]2
A∗22
)
=
4ΣGLT
Σ +GLT
(II.14)
avec Σ =
EL + (1 + 2νLT )ET
4(1− νLT νTL) . En connaissant E45 mesure´, on peut calculer GLT :
GLT =
ΣE45
4Σ− E45 (II.15)
(Si GLT  Σ→ GLT ≈ E454 )
Seconde me´thode :
Selon la formule de calcul du module “technique” E1 (d’une couche e´le´mentaire simple, diffe´rent de
E45 avec deux couches mentionne´ dans la premie`re me´thode), apre`s avoir “tourne´” d’un angle θ (voir
l’Eq. (II.32), θ est l’angle entre la direction des caˆbles et l’axe de l’e´prouvette), on en de´duit :
1
GLT
=
1
sin2 θ cos2 θ
1
E1
+
2νLT
EL
− cot
2 θ
EL
− tan
2 θ
ET
(II.16)
Avec l’angle θ = 45◦, la formule est plus simple :
1
GLT
= 4
1
E1
+
2νLT
EL
− 1
EL
− 1
ET
(II.17)
Les mesures du module de “traction a` 45◦” sont pre´sente´es dans le Tab. II.6 et dans la Fig. II.12. La
Tableau II.6. : Valeurs mesure´es du module de “traction a` 45◦” E1
N˚ 1 2 3 4 5
E1 [MPa] 11.494 12.061 11.867 11.387 11.872
E1 [MPa] 11.7362
valeur moyenne de E1 nous donne GLT = 4.5MPa.
Mode`les utilise´s pour estimer le module de cisaillement :
Actuellement, il y a plusieurs mode`les pour estimer le module GLT d’un composite du type des
mate´riaux me´lange´s. Pour un mode`le simple de type fibre-matrice, on utilise souvent la loi des me´langes
en connaissant les proprie´te´s des fibres et de la matrice. Pourtant, ce module doit satisfaire les bornes
infe´rieures et supe´rieures d’un mate´riau me´lange de diffe´rents mate´riaux [83].
Gr +
φcab
1
Gcab −Gr +
1− φcab
2Gr
≤ GLT ≤ Gcab + φr1
Gr −Gcab +
1− φr
2Gcab
(II.18)
En prenant Gcab =
Ecab
2(1 + νcab)
et Gr =
Er
2(1 + νr)
, avec Ecab = 163GPa (voir le Tab. II.3), νcab = 0.33,
Er = 7.1MPa ( Tab. II.1), νr = 0.5, cette e´quation nous donne GLT ∈ [3.674, 7407.86] MPa. Une
analyse plus de´taille´e sur l’approche des modules ainsi que les bornes est pre´sente´e dans [84].
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Figure II.12. : Module e´lastique E1 a` l’angle 45◦
Comme le rapport volumique entre deux mate´riaux n’est pas suffisamment faible, on ne peut pas
utiliser l’approche de distribution dilue´e dans laquelle l’inclusion est conside´re´e comme “plonge´e”
dans un milieu dont les proprie´te´s me´caniques sont celles de la matrice. La distance entre les deux
caˆbles conse´cutifs est assez petite pour qu’il existe des interactions entre leurs zones d’influence. Les
approches “raisonnables” sont le mode`le d’assemblage cylindrique [83], les estimations auto-cohe´rentes
ou de Mori-Tanaka [85, 86, 87]. On pre´sentera les re´sultats de ces mode`les dans le paragraphe suivant :
• Assemblage cylindrique :
Dans ce mode`le, on suppose que la zone d’influence de chaque inclusion a la forme d’un cylindre de
matrice autour de l’inclusion. D’apre`s [83], le module de cisaillement GLT est calcule´ :
GLT = Gr
Gcab(1 + φcab) +Gr(1− φcab)
Gcab(1− φcab) +Gr(1 + φcab) = 3.676MPa (II.19)
Cette valeur est bien comprise entre les deux bornes mentionne´es.
• Sche´ma auto-cohe´rent :
Le sche´ma auto-cohe´rent est une me´thode approche´e en de´formation des milieux he´te´roge`nes de
type matrice-inclusion. Le principe de ce sche´ma est d’appliquer un champ de de´formation E et
d’estimer le tenseur de localisation de l’inclusion α. Pour tous les domaines Ωα, il existe un tenseur
de 4e ordre et syme´trique, Lα, appele´ tenseur de localisation des de´formations, qui relie line´airement
la moyenne du champ de de´formation 〈εE〉α sur Ωα a` E
〈εE〉α = Lα : E (II.20)
Les tenseurs Lα doivent satisfaire l’e´quation suivante :∑
α
fαL
α = I (II.21)
ou` fα et I sont respectivement la fraction volumique de l’inclusion α et le tenseur d’identite´. Le
module de cisaillement du milieu homoge´ne´ise´ par le sche´ma auto-cohe´rent est calcule´ par :
µ
µ
= 1 +
∑
α
fα
(
µα
µ
− 1
)
1 +
(
µα
µ
− 1
)
s2
(II.22)
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ou` le symbole ◦ de´signe les proprie´te´s du milieu homoge´ne´ise´, s2 = 2 (4− 5ν)15 (1− ν) . S’il y a seulement
un type d’inclusion, on obtient :
µ
µ
= 1 +
fα
(
µα
µ
− 1
)
1 +
(
µα
µ
− 1
)
s2
(II.23)
On peut de´duire µ en fonction des autres parame`tres :
(1− s2)µ2 + [s2 (µα + µ)− fαµα − (1− fα)µ]µ− s2µµα = 0 (II.24)
Dans notre cas, on peut prendre ν = νLT = 0.472 le coefficient de Poisson du milieu, µα = Gcab, fα =
φcab, µ = Gr, le module de cisaillement longitudinal GLT est estime´ par µ. Remplac¸ant toutes les
valeurs cite´es dans l’Eq (II.24), le module de cisaillement estime´ vaut 4.96 MPa.
• Sche´ma de Mori-Tanaka :
Dans [86], le module de cisaillement d’un milieu compose´ de deux mate´riaux homoge`nes est estime´
par :
µ− µ1
µ− µ2 =
φ2
1 + (1− φ2)µ2 − µ1
µ1 + f1
(II.25)
ou` f1 = µ1
9K1 + 8µ1
6(2K1 + 2µ1)
,µ1, µ2 sont les modules de cisaillement des mate´riaux 1 et 2, et φ2 est
la fraction volumique du mate´riau 2 (inclusions). Si la matrice 1 est le caoutchouc le module de
compressibilite´K1 =
E1
2(1 + ν1)
−→∞ et f1 devient 32µ1 (ou` le module de cisaillement du caoutchouc
µ1 est de´note´ souvent par Gr dans les calculs). Le module estime´ devient :
GLT = Gr +
(Gcab −Gr)φcab
1 +
2(1− φcab)(Gcab −Gr)
5Gr
= 4MPa (II.26)
Comme l’indiquent les re´sultats dans [86] ou [87], il y a des diffe´rences entre les mode`les approche´s.
Quelquefois, ces diffe´rences sont assez grandes. On ne peut pas dire quel mode`le est plus exact car
le re´sultat de´pend de quel mate´riau on doit estimer. D’autre part, la couche e´le´mentaire n’est pas
suffisamment large pour l’homoge´ne´isation et le caˆble n’est pas homoge`ne. En conclusion, on prendra
la valeur mesure´e pour les calculs prochains.
3.4.4. Synthe`se des mesures de la couche e´le´mentaire
Le Tab. II.7 repre´sente la comparaison entre les re´sultats mesure´s et calcule´s. Les valeurs indique´es
dans ce tableau sont utilise´es dans les calculs ulte´rieurs.
Tableau II.7. : Synthe`se des mesures des proprie´te´s me´caniques de la couche e´le´mentaire
Proprie´te´s Dispositifs Mesures Approche Commentaires
EL[GPa] Cell. 10KN+jauge 33.7 35.1 Loi de me´lange
ET [MPa] Cell. 2KN 9.0 9.1 Loi de me´lange
νLT Cell. 10KN+jauge 0.472 0.463 Loi de me´lange
GLT [MPa] Cell. 2KN 4.5 4 Mori-Tanaka
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4. Reveˆtement inte´rieur
4.1. Fibre en nylon
4.1.1. Compositions chimiques
Les fibres dans la couche de reveˆtement inte´rieur sont souvent fabrique´es en nylon ou en polyester.
Ce sont des polyamides avec la pre´sence du groupe amide −(CO−NH)− dans la chaine du polyme`re
principal [19]. Une grande varie´te´ de nylons sont disponibles, mais il n’y a que deux types qui sont
utilise´s dans la fabrication des pneus : le nylon 6 et le nylon 6,6. Ils sont pre´sente´s dans les formules
(II.27) et (II.28). Apre`s l’e´tape de polyme´risation, la marchure (tissage des textiles) peut atteindre
500% pour orienter les chaˆınes, cre´er les zones cristallines et augmenter la re´sistance du nylon.
[−NH− (CH2)6 −NH− CO− (CH2)4 − CO−]n︸ ︷︷ ︸
Chaˆıne du polyme`re de nylon 6,6
(II.27)
[−NH− (CH2)5 −NH− CO− (CH2)5 − CO−]n︸ ︷︷ ︸
Chaˆıne du polyme`re de nylon 6
(II.28)
Comme les nylons, les polyesters sont largement utilise´s dans les pneus. On pre´fe`re particulie`rement
utiliser une fibre en polyester thermoplastique, notamment polye´thyle`ne te´re´phthalate (PET. 1) et
polye´thyle`ne naphtalate (PEN. 2) . De la meˆme fac¸on, le PET et le PEN sont forme´s par un processus
de condensation des polyme`res. Le mate´riau polyme´rise´ est extrude´ a` travers une filie`re pour former
des filaments d’environ 0.025mm de diame`tre.
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4.1.2. Proprie´te´s me´caniques
Les proprie´te´s me´caniques sont pre´sente´es en de´tail dans les articles [88, 89]. Elles de´pendent es-
sentiellement du nombre de tours de torsion par me`tre, du diame`tre des filaments et du processus de
fabrication (e´cru ou impre´gne´). Les valeurs de la densite´ et du module e´lastique sont pre´sente´es dans
le Tab. II.8.
Tableau II.8. : Proprie´te´s me´caniques des nylons et polyesters
Cate´gories
Module e´lastique [GPa] Densite´
[g/cm3]E´cru Impre´gne´
Nylon 6 2.1 2.5 1.144
Nylon 6,6 2.2 2.9 1.145
Polyester 6.7 8.5 1.394
1http ://fr.wikipedia.org/wiki/
2http ://pslc.ws/french/pet.htm
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4.1.3. Dimensions
Dans [90], les fibres en polyester ou en nylon sont extrude´es par un processus similaire a` celui pour
les caˆbles en acier. Le diame`tre est entre 0.2-0.4mm. Alors, on prendra 0.3mm comme diame`tre des
fibres.
4.2. Proprie´te´s me´caniques de la couche inte´rieure
On prend une e´prouvette de section 2mm x 20mm pour examiner les proprie´te´s me´caniques de cette
couche. En sachant que le nombre de fibres dans une bande de 20mm est Nf = 17, on peut calculer
la fraction volumique des fibres.
La fraction volumique de fibres est calcule´e par :
φf =
Sf
Se
=
Nfpi
d2f
4
behe
= 3% (II.31)
ou` Sf , Se sont respectivement les aires totales de fibres et de l’e´prouvette, Nf , df sont le nombre et le
diame`tre de fibres, be, he sont la largeur et l’e´paisseur de l’e´prouvette.
Le module et la densite´ des fibres sont pris comme celles du polyester impre´gne´. La densite´ du
caoutchouc est calcule´e dans la section pre´ce´dente ρr = 1.03g/cm
3. En re´sume´, les proprie´te´s de la
couche inte´rieure sont calcule´es par la loi des me´langes et pre´sente´es dans le Tab. II.9.
297
L
E MPa=
4.4
T
E MPa=
EL ET
Figure II.13. : Modules e´lastiques longitudinal EL et transversal ET de la couche de reveˆtement
inte´rieur
Tableau II.9. : Proprie´te´s me´caniques de la couche inte´rieure du pneu
Proprie´te´s Calculs Mesures
EL [MPa] 262.24 297
ET [MPa] 7.32 4.4
νLT 0.494 -
GLT [MPa] 2.44 -
ρ [g/cm3] 1.04 -
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De fac¸on similaire a` la couche inte´rieure, on calculera les proprie´te´s me´caniques du flanc en tenant
compte de l’e´paisseur du flanc. Le mesure nous donne cette e´paisseur moyenne de 5mm. La densite´
de fibres sur une bande reste 17fibres/20mm. Le re´sultat se pre´sente donc dans le Tab. II.10 et la
Fig.II.14.
6.8
T
E MPa=
Figure II.14. : Module e´lastique transversal ET du flanc
Tableau II.10. : Proprie´te´s me´caniques du flanc
Proprie´te´s Calculs Mesures
EL [MPa] 109.16 -
ET [MPa] 7.186 6.8
νLT 0.498 -
GLT [MPa] 2.395 -
ρ [g/cm3] 1.034 -
6. Bande de roulement
6.1. Ge´ne´ralite´s. Constitution de la bande de roulement
La macro couche est la partie ou` se trouve les caˆbles de renforcement. Elle se compose a` partir de
deux couches e´le´mentaires d’e´paisseur 0.6mm avec les angles de rotation θ = ±20◦ et d’une couche
de caoutchouc d’e´paisseur 0.6mm. La bande de roulement se trouve au-dessous de la gomme de la
sculpture du pneu. Les trois couches constitutives de cette couche sont pre´sente´es dans la Fig. II.15.
On suppose que l’on a les proprie´te´s d’une couche e´le´mentaire. Pourtant, les proprie´te´s me´caniques
d’une macro couche combine´e avec les couches e´le´mentaires avec diffe´rents angles de rotation ne sont
pas simplement calcule´es par la loi des me´langes meˆme dans le cas ou` on peut calculer des valeurs
“techniques” des couches e´le´mentaires “tourne´es”. Par exemple, la matrice de souplesse S′ est calcule´e
apre`s avoir “tourne´” d’un angle θ et s’e´crit :
S′ = OεSOtε
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Figure II.15. : Constitution de la macro couche
Les valeurs techniques sont de´termine´es par :
1
E1
=
1
S′11
=
cos4 θ
EL
+
sin4 θ
ET
+
sin2 θ cos2 θ
GLT
− 2νLT
EL
sin2 θ cos2 θ (II.32)
−ν12
E1
=
(
1
EL
+
1
ET
− 1
GLT
+
2νLT
EL
)
sin2 θ cos2 θ − νLT
EL
(II.33)
1
G12
= S′66 = 4
[(
1
EL
+
1
ET
+
2νLT
EL
)
sin2 θ cos2 θ +
1
GLT
(1− sin2 θ cos2 θ)
]
(II.34)
Les proprie´te´s de la macro couche ne sont pas des moyennes ponde´re´es de ces valeurs. Par conse´quent,
on devrait utiliser un mode`le de composite multi-couche pour trouver les valeurs e´quivalentes de la
couche. La section suivante pre´sentera un mode`le courant utilise´ pour les mate´riaux multi-couche avec
les essais “virtuels” (traction et cisaillement) pour de´terminer les valeurs ne´cessaires.
6.2. Mode`le de composite pour la bande de roulement
Ayant les proprie´te´s des couches e´le´mentaires et du caoutchouc, on peut de´terminer les modules
“apparents” de la bande de roulement en calculant les matrices de comportement bidimensionnel d’un
composite de trois couches. Une autre solution est d’utiliser le logiciel MACLAM avec lequel on peut
introduire les couches avec les proprie´te´s me´caniques. Ce logiciel va donner les proprie´te´s e´quivalentes
du composite. (Pour les calculs en de´tail des modules “apparents”, voir l’annexe)
6.3. Validation expe´rimentale
6.3.1. Dispositifs des essais
Les dispositifs pour de´terminer les modules d’Young apparents sont la machine INSTRON 2KN
comme on a vu dans la Fig. II.9. Les dimensions des e´prouvettes pour ces deux types de mesure sont
pre´sente´es dans le Tab. II.11. Le coefficient de Poisson est mesure´ par la machine INSTRON 10KN
avec l’aide des jauges de de´formations et du programme d’acquisition LABVIEW.
Tableau II.11. : Dimensions des e´prouvettes pour les essais d’identification des modules Ex, Ey
Directions Longueur [mm] Largeur [mm] E´paisseur [mm]
x 120 23 1.8
y 120 22 1.8
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Figure II.16. : Modules e´lastiques de la bande de roulement
6.3.2. Modules apparents et coefficient de Poisson
Les re´sultats sont pre´sente´s dans la Fig. II.16 et le Tab. II.12.
Tableau II.12. : Re´sultats de mesures pour le module e´lastique dans la direction y de la bande de
roulement
N˚ 1 2 3 4 5
Ey [MPa] 9.918 9.998 9.5 9.521 9.856
Ey [MPa] 9.7586
6.4. Synthe`se
Le re´sume´ des re´sultats obtenus est pre´sente´ dans le Tab. II.13 avec l’angle θ = 20◦ et compare
les mesures, le calcul avec le mode`le de composite et le logiciel MACLAM 3 , de´veloppe´ par l’E´cole
Nationale des Ponts et Chausse´es et CIMAV. Dans MACLAM, un empilement de trois couches avec les
proprie´te´s connues est introduit et une analyse d’un mode`le de composite est utilise´e pour de´terminer
les proprie´te´s de la couche e´quivalente.
Tableau II.13. : Synthe`se des proprie´te´s me´caniques de la bande de roulement
Valeurs Dispositif Mesures Mode`le multi-couche MACLAM Commentaires
Ex [MPa] 2KN 334 369.2 370
Ey [MPa] 2KN 9.76 8.9 8.9
νyx 10kN+jauge 0.159 0.133 0.133
Gxy[MPa] - - 183.2 183.2 Eq. (A.14)
Les re´sultats nous montrent que le mode`le de composite utilise´ est compatible avec l’analyse du
logiciel MACLAM. Les valeurs mesure´es sont raisonnables, mais elles ne sont pas totalement en accord
3http ://maclam.cimav.edu.mx/maclam3.htm
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avec le calcul. Le module de cisaillement GLT est assez sensible avec la mesure et donc, on prendra la
valeur calcule´e pour les calculs poste´rieurs.
7. Conclusion
Dans ce chapitre, on a e´tudie´ les proprie´te´s statiques des mate´riaux constituants du pneumatique.
Les mesures et les calculs sont re´alise´s. En re´alite´, ces quantite´s statiques peuvent eˆtre de´termine´es
par des essais de relaxation comme dans le chapitre suivant. Dans la phase de gonflement du pneu,
les proprie´te´s statiques seront utilise´es pour calculer les contraintes statiques et la matrice de rigidite´
additionnelle. Une synthe`se des proprie´te´s statiques des mate´riaux est pre´sente´e dans le Tab. II.14.
Tableau II.14. : Synthe`se des proprie´te´s me´caniques
Parties Endroits Quantite´s Valeurs Remarques
Caoutchouc
Sculpture E [MPa] 7 mesure´e
et flanc ν 0.49 estime´e imcompressible
ρ [kg/m3] 1000
Flanc
- EL [MPa] 109.2 calcule´e
ET [MPa] 7 calcule´e et mesure´e
GLT [MPa] 2.4 calcule´e
νLT 0.49 calcule´e
ρ [kg/m3] 1000 estime´e e´gal caoutchouc
Reveˆtement
inte´rieur
- EL [MPa] 262.2 calcule´e et mesure´e
ET [MPa] 7.3 calcule´e
GLT [MPa] 2.4 calcule´e
νLT 0.49 estime´e e´gal caoutchouc
ρ [kg/m3] 1000 estime´e e´gal caoutchouc
Bande de roulement
Caˆble
E [GPa] 162.6 calcule´e et mesure´e
ν 0.33 estime´e e´gal acier
ρ [kg/m3] 7850 estime´e e´gal acier
Couche
e´le´mentaire
EL [MPa] 33748 mesure´e
ET [MPa] 9 mesure´e
GLT [MPa] 7.5 mesure´e
νLT 0.47 mesure´e
ρ [kg/m3] 2510 calcule´e
3 couches
composites
Ex [MPa] 660 calcule´e et mesure´e
Ey [MPa] 9 calcule´e et mesure´e
νxy 0.4 estime´e entre acier et caoutchouc
Gxy Mpa 183 calcule´e
ρ [kg/m3] 2014 calcule´e
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Chapitre III.
Proprie´te´s dynamiques des mate´riaux constituants
du pneumatique
Dans ce chapitre, on pre´sentera au premier abord des ge´ne´ralite´s sur
le comportement dynamique. Les re´sultats des essais de relaxation sont
utilise´s pour de´terminer le module complexe aux basses fre´quences. Aux
fre´quences plus e´leve´es, le module est identifie´ par les essais de vibration
d’une barre et d’une poutre. Ces valeurs seront introduites dans la phase
dynamique du pneumatique.
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1. Comportement dynamique des mate´riaux viscoe´lastiques
Le comportement des structures de´pend de celui de chaque mate´riau constitutif. En ge´ne´ral, le
comportement des mate´riaux et les caracte´ristiques me´caniques sont fonction du temps et de la charge
applique´e sur la structure. Comme on a vu dans l’e´quation dynamique
[K + iωC− ω2M]U = F, (III.1)
a` chaque fre´quence ω a` examiner, on doit recalculer la matrice de rigidite´ dynamique D(ω) = K+iωC−
ω2M. Cette matrice de´pend essentiellement de l’amortissement et du module d’Young des mate´riaux.
En re´alite´, dans la litte´rature, existent divers types de lois de comportement vibratoire des mate´riaux.
Dans la premie`re partie, on pre´sentera les conceptions alternatives dans les deux domaines : temporel
et fre´quentiel. Une e´tude ge´ne´rale du comportement des mate´riaux viscoe´lastiques et le concept des
modules complexes, qui concernent notre proble`me de vibration, seront ensuite de´crits.
1.1. E´tudes ge´ne´rales pour les mode`les des mate´riaux utilise´s dans l’analyse des
vibrations
Conside´rant le mate´riau comme un me´lange de fils d’acier avec une matrice de caoutchouc, on peut
prendre comme e´quivalent un composite viscoe´lastique line´aire. La viscosite´ est caracte´rise´e par un
”retard” de la re´versibilite´ au cours du temps. Un mode`le analogique tre`s simple est le mode`le de
Kelvin-Voigt (Fig. III.1) : un ressort et un amortisseur line´aire paralle`les. La Fig. III.2 montre un
exemple d’une viscosite´ complexe d’un polyme`re. Le solide de Kelvin-Voigt de´finit la contrainte en
Figure III.1. : Mode`le de Kelvin-Voigt pour les mate´riaux viscoe´lastiques [7]
deux parties : la contrainte ”e´lastique” σe et la contrainte ane´lastique σan associe´es aux puissances
re´versible et irre´versible.
σ = σe + σan (III.2)
Le comportement dans le cas de la traction est simple :
σ = Eε+ µε˙
L’expe´rience montre que l’amortissement visqueux est difficile a` de´crire dans les structures re´elles.
lg(f)
lg
(v
is
co
si
té
)
Re(µ)
Im(µ)
Figure III.2. : Viscosite´ dynamique complexe d’un polyme`re a` tempe´rature donne´e [8]
L’e´nergie dissipe´e par cycle convient pour comparer les conceptions des mode`les d’amortissement en
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cas de vibration force´e, ainsi que pour conside´rer leurs interrelations.
L’e´nergie dissipe´e est de´termine´e par [9] (voir la Fig. III.3)
Wd =
∮
Fddx = αA2 (III.3)
ou` A est l’amplitude de de´placement et Fd la force amortie.
De l’e´quivalence entre les expressions, on de´duit la relation entre l’amortissement visqueux et l’amor-
Figure III.3. : Trois mode`les d’amortissement, les aires hachure´es indiquent l’e´nergie dissipe´e par
cycle [9]
tissement structurel (hyste´re´tique).
cω = kη ⇔ η = 2ζ (III.4)
On note que le facteur de perte peut eˆtre calcule´ par
η = tan δ =
Im(E)
Re(E)
(III.5)
ou` E est le module d’Young complexe du mate´riau, δ le de´cre´ment logarithmique de deux amplitudes
de deux pe´riodes conse´cutives p et p+ 1.
δ = ln
xp
xp+1
Retournons a` la relation entre η et ζ, on suppose une vibration a` un DDL (degre´ de liberte´) sous l’action
d’une force harmonique F (t) = F sin Ωt, a` partir de l’e´quation du mouvement mx¨+ cx˙+ kx = F (t),
la phase ϕ de vibration s’e´crit :
tanϕ =
2ζ( Ωωn )
1− ( Ωωn )2
(III.6)
Avec l’hypothe`se de l’amortissement hyste´re´tique, cΩ = kη , l’e´quation de vibration devient : [k(1 +
iη)−mΩ2]Z = F , ou` x = Re(z) = Re(ZeiΩt), la phase ϕ est calcule´e :
tanϕ =
η
1− ( Ωωn )2
(III.7)
On conclut donc, dans le cas de vibration force´e, η = 2ζ( Ωωn ). On n’a η = 2ζ que pour les fre´quences
autour de la fre´quence propre ωn.
1.2. Comportement viscoe´lastique anisotrope
Pour les mate´riaux plus complique´s (non isotropes), on utilise le mode`le de Maxwell ge´ne´ralise´. Pour
un processus isotherme, l’expression de l’e´nergie libre massique 1 en fonction de la contrainte et de la
1L’e´nergie massique exprime´e en fonction de la contrainte et la de´formation ρ ∂e
∂t
= σij
∂εij
∂t
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de´formation permet de de´duire le comportement me´canique ([91] et [92]).
σij(t) =
t∫
0
Gijkl(0, t− τ)∂εkl(τ)
∂τ
dτ +Gijkl(0, t)ε(0) (III.8)
En posant Gijkl(τ, η) = Rijkl(τ − η), on a la de´finition de la fonction de relaxation : Rijkl(t) =
H(t)R∗ijkl(t) ou` H(t) est la fonction de Heaviside et la fonction R
∗
ijkl(t) de´croˆıt suivant le temps.
Pour chaque intervalle de continuite´ de la de´formation, on exprime la contrainte sous la forme d’une
inte´grale de Stieltjes ([93]) :
σij(t) =
∫ t
0
Rijkl(t− τ)∂εkl(τ)
∂τ
dτ +Rijkl(t)ε(0) = Rijkl(0)ε(t) +
∫ t
0
∂Rijkl(τ)
∂τ
εkl(t− τ)dτ (III.9)
ou sous la forme tensorielle (III.10) :
σ(t) = R(t) ∗ Dε
Dτ
(III.10)
ou`R(t) est le tenseur de relaxation complexe d’ordre 4, nul pour t < 0 (Fig. III.4),
Dε
Dτ
est la de´rivation
au sens des distributions (inclut les discontinuite´s suivant le temps) et * est le symbole signifiant le
produit de convolution. La transformation de Fourier de cette relation nous donne :
σ̂(ω) = F [R(t)](ω).[iωε̂(ω)] (III.11)
En comparant avec le comportement viscoe´lastique dans le domaine fre´quentiel d’un composite or-
Temps
0
R
R¥
( )R t
Figure III.4. : Fonction de relaxation dans le domaine temporel
thotrope (III.12),
σ̂(ω) = R̂(ω).ε̂(ω) (III.12)
on en de´duit le tenseur d’e´lasticite´ complexe :
R̂(ω) = iω.F [R(t)](ω) (III.13)
1.3. Concept des modules complexes
1.3.1. De´finitions et interpre´tations
On parle de la matrice de relaxation C(t) ou de la matrice de rigidite´ complexe Ĉ(ω), qui repre´sente
le tenseur de relaxation. On de´finit la matrice de souplesse Ŝ(ω) par :
Ĉ(ω)Ŝ(ω) = I (III.14)
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Les modules d’Young complexes Êk(ω), k = 1, 2, 3 sont de´finis comme :
Êk(ω) =
1
Ŝkk(ω)
(III.15)
Les modules complexes sont ge´ne´ralement repre´sente´s par leurs modules |R̂ijkl(ω)| et leurs tan-
gentes de l’angle de perte ou amortissements. On appelle δijkl l’angle de perte, la de´finition de
l’amortissement est :
tan[δijkl(ω)] =
Im(R̂ijkl(ω))
Re(R̂ijkl(ω))
(III.16)
Dans le cas d’un comportement unidimensionnel, il peut eˆtre de´termine´ par le module d’Young com-
plexe
η(ω) = tan δE =
Im(Ê)(ω)
Re(Ê)(ω)
(III.17)
(A partir d’ici, on appelle E au lieu de Ê pour simplifier).
Si la mesure des modules complexes dans une large bande de fre´quences est une ope´ration relativement
complexe (par exemple l’anisotropie des mate´riaux rend ce proble`me tre`s de´licat), il est donc utile de
disposer des indications sur l’e´volution des modules complexes en fonction de la pulsation ω ou de la
fre´quence f . On remarque que toute fonction F (t), nulle pour les valeurs t < 0, peut eˆtre de´compose´e
analytiquement de la manie`re suivante :
F (t) =
∞∑
i=0
Aie
−ait
F (t) = B0 +
∞∑
i=1
Bi(1− e−bit)
pour t > 0
F (t) = 0 pour t < 0
(III.18)
Si de plus F (t) pre´sente des valeurs asymptotiques non nulles pour t infini, les nombres ai, bi sont
ne´cessairement positifs, sauf a0 qui est nul. Enfin, si F est une fonction positive de´croissante, les
nombres Ai sont positifs, et si F est croissante, les nombres Bi sont positifs. Les de´compositions
(III.18) montrent que la transforme´e de Fourier F (F ), peut prendre les deux formes suivantes :
iωF (F ) =
∞∑
n=0
iωAn
an + iω
=
∞∑
n=0
ω2An
ω2 + a2n
+ i
∞∑
n=0
ωAnan
ω2 + a2n ,
si F est positive de´croissante, An > 0
iωF (F ) = B0 +
∞∑
n=0
bnBn
bn + iω
=
∞∑
n=0
Bnb
2
n
ω2 + b2n
− i
∞∑
n=0
ωBnbn
ω2 + b2n ,
si F est positive croissante, Bn > 0
(III.19)
Les fonctions [Rijkl(t)] caracte´risant les mate´riaux viscoe´lastiques jouissent des meˆmes proprie´te´s que
la fonction F (t) pre´ce´dente. En se basant sur celles-la`, on peut obtenir des indications des modules
complexes en fonction de la pulsation ω.
Aux pulsations extreˆmes, (ω = 0 et ω = ∞), les amortissements sont nuls (le mate´riau est donc
e´lastique). On obtient les relations ci-dessous en conside´rant l’Eq. (III.18) et (III.19) :
Rijkl(t = 0) = R̂ijkl(ω =∞)
Rijkl(t =∞) = R̂ijkl(ω = 0)
}
avec i, j, k, l = 1, 2, 3 (III.20)
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1.3.2. Quelques expressions du module complexe pour les mode`les de mate´riaux
On peut trouver les expressions diffe´rentes du module complexe dans [94].
1. Pour le mode`le de Kelvin-Voigt :
Ê(ω) = E + iµω (III.21)
2. Pour le mode`le de Maxwell :
Ê(ω) =
Eµiω
E + iµω
(III.22)
3. Quand le nombre de groupes dans un mode`le de mate´riau du type Maxwell tend vers l’infini, on
introduit la fonction de relaxation H(tR) correspondant au temps caracte´ristique tR. La fonction
de relaxation et le module complexe sont donc de´crits par un spectre de la fonction H(tR) :
Ê(ω) = E0 +
∫ ∞
−∞
H(τR)
iωτR
1 + iωτR
dτR (III.23)
1.3.3. Divers types de concepts et facteurs d’influence de module complexe
Comme les proprie´te´s des re´seaux de mole´cules dans les mate´riaux polyme´riques sont largement
variables, il n’y a pas une loi pour tous les polyme`res, surtout pour les polyme`res composites. Les
valeurs mesure´es peuvent eˆtre la valeur absolue et l’angle de phase du module d’Young en fonction de
la fre´quence comme dans l’article de Caraciolo et al. [10] (Fig. III.5), la de´pendance en fonction de la
tempe´rature-fre´quence re´duite (Fig. III.6) ou de´formation-fre´quence re´duite (Fig. III.10) du module
e´lastique et du facteur de perte. On utilise e´galement les valeurs apparentes en fre´quence. Dans la
Fig. III.7, on pre´sente la rigidite´ dynamique Dapp et le facteur de perte ηapp apparents obtenus par les
calculs et les mesures sur une poutre composite avec diffe´rentes conditions aux bords.
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Figure III.5. : Valeur absolue et angle de phase du module complexe d’un PVC-Carbonate calcium
[10]
Le module complexe des mate´riaux de´pend non seulement de la fre´quence mais aussi des charges
exte´rieures applique´es. Cet aspect exprime la non-line´arite´ des proprie´te´s des mate´riaux. Le chargement
exte´rieur est souvent pre´sente´ sous forme de relations entre les proprie´te´s me´caniques du mate´riau et
les de´formations ou la tempe´rature.
•De´formation : La de´pendance en fonction des de´formations du module de stockage [14] et e´galement
du module statique [13] varie selon le signe de la de´formation. Cette de´pendance peut s’exprimer par
la relation fre´quence-module complexe dans plusieurs cas de re´duction relative λs =
ls
l0
(Figs.III.9 et
III.8) ou par le rapport entre ce module et la de´formation-fre´quence re´duite f = fα (Fig.III.10). La
fonction αε = α(ε) est une fonction de de´calage entre les de´formations. Elle est calcule´e manuellement
si l’on a la repre´sentation 3D du module complexe en fonction de la fre´quence et de la de´formation.
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Fre´quence re´duite FαTFre´quence re´duite FαT
E(N/m2) tan δ
Figure III.6. : Pre´sentation de la partie re´elle du module d’Young complexe et du facteur de perte
en fonction de la fre´quence [11]
Figure III.7. : Rigidite´ dynamique apparente et facteur de perte de´pendant des conditions aux bords :
◦ : simplement supporte´e ;  : encastrement-libre ; 4 : libre - libre [12]
Figure III.10. : Modules de stockage et de perte d’un sandwich acier-polyme`re-acier en fonction de
la de´formation-fre´quence re´duite f = fα : Superposition des re´sultats des essais
effectue´s a` plusieurs de´formations. Les petits nombres indiquent les de´formations
correspondantes[14]
• Tempe´rature : La de´pendance en tempe´rature des proprie´te´s des mate´riaux est souvent repre´sente´e
par la fre´quence re´duite fT = fαT . Cette relation est construite par les courbes fre´quence-modules
a` plusieurs tempe´ratures (Fig. III.11). La fonction de transfert en tempe´rature αT est calcule´e par le
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Figure III.8. : De´pendance du module statique d’un caoutchouc naturel a` 46% de carbone en fonction
de la re´duction relative λs = lsl0 [13]
Figure III.9. : Modules de stockage et de perte d’un caoutchouc naturel en fonction de la re´duction
relative λs = lsl0 et de la fre´quence [13]
comportement d’Arrhenius (III.24) ou par la loi de Williams-Landel-Ferry (WLF).
logαT =
Ea
R
(
1
T
− 1
T0
)
(III.24)
Figure III.11. : Modules de stockage et de perte d’un sandwich acier-polyme`re-acier en fonction de
la tempe´rature-fre´quence re´duite fT = fαT : Superposition des re´sultats des essais
effectue´s a` plusieurs tempe´ratures. Les petits nombres indiquent les tempe´ratures
correspondantes [14]
• Grandeur et direction de la charge d’excitation lors des essais. La raideur dynamique (l’inverse de
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la mobilite´) change selon la grandeur de la charge. Cela montre que le module apparent est e´galement
change´.
•Microstructure du polyme`re : la masse mole´culaire ou l’indice de polymole´cularite´ ont des influences
sur la de´pendance en fre´quence du module complexe du mate´riau.
•Morphologie du polyme`re : le me´lange des phases dans les polyme`res peut exercer un changement de
proprie´te´s du mate´riau global. Le mate´riau caoutchouc - acier peut eˆtre conside´re´ comme un me´lange
matrice - inclusion (voir la Fig. III.12 extraite dans [8]).
Figure III.12. : Module e´lastique d’un me´lange de phases des polyme`res-composites [8]
1.4. Proprie´te´s viscoe´lastiques pour un mate´riau multi-couche dans deux domaines
temporel et fre´quentiel
On a e´tudie´ le mode`le de mate´riaux multi-couches pour de´terminer les caracte´ristiques me´caniques
statiques e´quivalentes de la bande de roulement dans le chapitre pre´ce´dent. En connaissant les pro-
prie´te´s, on de´terminera la matrice de rigidite´ dans le repe`re du mate´riau Ri(L,T,N). La matrice de
rigidite´ structurale Ri(e1,e2,e3) dans le repe`re (e1, e2, e3) est calcule´e simplement par un changement de
repe`re (multiplier la matrice de rigidite´ par la matrice de changement de base). Est-ce que ce sche´ma
est encore valable dans le domaine fre´quentiel ? La re´ponse est OUI car :
Ri(L,T,N)(t)
t→ω−−−−−−−−−−−−−−−→
TransformationFouL
R̂i(L,T,N)(ω) (III.25)
Ri(e1,e2,e3)(t)
t→ω−−−−−−−−−−−−−−−→
TransformationFouL
R̂i(e1,e2,e3)(ω) (III.26)
ou` les transformations ne de´pendent que du temps et de la fre´quence tandis que le changement de
repe`re de´pend de la ge´ome´trie des mate´riaux dans la structure. Etant donne´ la validite´ de ce sche´ma,
on peut de´terminer les proprie´te´s de la micro couche en fre´quence et appliquer un changement de
repe`re pour obtenir celle de la bande de roulement dans le domaine fre´quentiel.
1.5. Principe d’identification des parame`tres dynamiques
L’identification de parame`tres des mate´riaux concerne les parties re´elle et imaginaire du module
complexe de chaque mate´riau constituant dans un proble`me dynamique. En principe, le module com-
plexe peut eˆtre obtenu par la transformation de Fourier de la fonction de relaxation. La fonction de
relaxation exprime la me´moire du mate´riau et donc elle posse`de une causalite´.
Le principe d’identification du module complexe se base soit sur des essais de relaxation, soit sur
des tests dynamiques. On se concentrera sur la bande de roulement et sur le caoutchouc. Pour le caou-
tchouc, il existe beaucoup d’e´tudes sur le comportement dynamique sur ce type de polyme`re. Huynh
[95] a obtenu des re´sultats sur le caoutchouc en faisant la comparaison sur les mode`les rhe´ologiques
classiques, compose´s, spring-pot, fractionnaires et phe´nome´nologiques. Waki et al. [28] ont suppose´
que le module e´lastique du caoutchouc croˆıt de fac¸on logarithmique avec la fre´quence f et que le
facteur de perte varie line´airement avec log(f)2.
-46 -
1. Comportement dynamique des mate´riaux viscoe´lastiques
1.5.1. Partie re´elle ou module de conservation :
Avec le caoutchouc, le module complexe peut eˆtre identifie´ par des essais de vibration longitudinale
[13] ou par l’oscillation (en flexion ou en torsion) d’un pendule [96]. La partie re´elle du caoutchouc
montre une croissance monotone suivant la fre´quence. En ge´ne´ral, l’allure de la partie re´elle ne change
pas pour les mate´riaux simples mais elle se modifie de manie`re diffe´rente dans le cas de mate´riaux plus
complexes comme des mate´riaux multicouches dans les poutres [12]. Ce phe´nome`ne est duˆ a` l’effet
de l’effort tranchant dans la vibration transversale. Une me´thode correcte est donc exige´e pour bien
de´terminer le module effectif en tenant compte du travail du mate´riau dans l’ensemble du syste`me.
Dans cette section, une synthe`se sur les me´thodes d’identification sera pre´sente´e.
Premie`rement, l’essai de relaxation est utilise´ comme une me´thode classique. Le comportement
d’un mate´riau est e´crit dans le domaine temporel sous la forme d’une relation entre les contraintes
de relaxation et la de´formation en fonction du temps. Le parame`tre a` identifier est la fonction de
relaxation ou la fonction de me´moire du mate´riau. La forme de cette fonction de´pend du type de
mate´riau. A titre d’exemple, les e´tudes sur le caoutchouc dans [95] concernent beaucoup de mode`les
avec divers types de fonctions comme en puissance ou sous la forme fractionnaire. Une expression
ge´ne´rale est sous la forme de la se´rie de Prony ou plus ge´ne´ralement sous la forme d’un spectre de
relaxation [94, 97]. L’avantage de cette me´thode est qu’elle identifie bien le module e´lastique (a` temps
infini) par rapport a` la me´thode dynamique.
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Figure III.13. : Module complexe obtenu par la transformation de Fourier de la fonction de relaxa-
tion
Lorsque tous les parame`tres, par exemple les temps caracte´ristiques et les amplitudes dans l’expres-
sion de la se´rie de Prony sont obtenus, la fonction de relaxation est analytiquement pre´sente´e dans le
domaine temporel. Avec les fonctions de base courantes, la forme analytique du module complexe est
de´termine´e simplement par une transformation de Fourier de la fonction de relaxation (Fig. III.13). Le
proble`me est donc : comment peut-on de´terminer correctement la fonction de relaxation ? La pre´cision
du processus de´pend du pas de temps ∆t de mesure lors de l’essai. On peut de´duire que le temps
caracte´ristique le plus petit est de l’ordre de ∆t. Lorsqu’on transforme ce signal analytique dans le
domaine fre´quentiel, les plus petits temps influencent essentiellement le module complexe dans les
bandes de haute fre´quence.
La me´thode dynamique souvent utilise´e est base´e sur la vibration d’une barre (longitudinale) ou
d’une poutre (transversale). Par la the´orie, les fre´quences propres sont de´termine´es en fonction du
module e´lastique et de la ge´ome´trie de la structure. A partir de la mesure des fre´quences propres, la
partie re´elle du module complexe peut eˆtre de´termine´e [16]. A titre exemple, la ne fre´quence propre
d’une poutre est de´termine´e par :
fn = 2pi
ϕ2n
L2
√
EJ
ρA
(III.27)
ou` L,A, J sont respectivement la longueur, l’aire de la section, le moment d’inertie de la poutre, ρ,E
sont la densite´ et le module e´lastique du mate´riau constitutif. ϕn est le nombre d’ondes sur la longueur
de la poutre, dans le cas de vibration libre, il est de´termine´ par l’e´quation :
cosϕ coshϕ− 1 = 0 (III.28)
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La me´thode d’impe´dance de la structure est aussi utilise´e dans l’identification des parame`tres. La
structure est repre´sente´e par un syste`me d’e´le´ments de base comme des ressorts, amortisseurs et
masses. Le comportement de ce syste`me est de´termine´ a` partir de celui des e´le´ments par la loi de
Kirchhoff et par les the´ore`mes de superposition et de re´ciprocite´ [98]. En mesurant la fonction de
transfert de la structure, les parame`tres de ce syste`me peuvent eˆtre calcule´s. Laird et al. [99] a utilise´
cette me´thode pour de´terminer les modules complexes en tenant compte de la rigidite´ de la colle entre
la structure et l’acce´le´rome`tre. Dans [100], une me´thode similaire est montre´e pour une manipulation
de la fonction en fre´quence mesure´e en connaissant la masse attache´e sur la structure. L’ide´e de
cette me´thode est que l’on calcule the´oriquement l’impe´dance e´quivalente du syste`me structure-masse.
L’impe´dance de la masse est calcule´e comme iωm et on peut calculer inversement celle de la structure.
Une autre me´thode pour identifier le module complexe est que l’on peut de´terminer les modules
complexes a` plusieurs tempe´ratures ou de´formation. La courbe de relation module complexe-fre´quence
re´duite (en tempe´rature ou en de´formation) avec la pre´sence du facteur de transition (αT , αε) entre
les diffe´rentes tempe´ratures ou de´formation [14, 101] est e´tablie. Cette ide´e est base´e sur la loi de
Williams, Landel et Ferry [102, 8]. A partir de ces courbes, on peut de´terminer le module complexe
hors de la limite examine´e (Fig III.14).
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Figure III.14. : Pre´sentation de la relation modules-fre´quence re´duite
Pour un mate´riau de type composite anisotrope, les modules complexes sont repre´sente´s par le
tenseur d’e´lasticite´ complexe C [103, 91] , l’inverse du tenseur de souplesse. Le module complexe dans
une direction est de´fini par l’inverse du terme correspondant dans la matrice de souplesse associe´e.
Les proprie´te´s viscoe´lastiques de´pendent de la concentration, de la distribution, de la dimension des
fils, de l’adhe´rence entre les fils et la matrice [104] ... La de´termination de ce tenseur complet ne´cessite
un grand nombre de mesures complique´es. Une technique possible est d’e´tablir une approche pour le
module complexe homoge´ne´ise´ en connaissant les caracte´ristiques dynamiques de la matrice et des fils
[8]. Le processus d’homoge´ne´isation est effectue´ dans le domaine complexe et le tenseur de souplesse
peut eˆtre calcule´ de cette manie`re.
Backstro¨m et al. [12] a e´tabli un mode`le de vibration d’une poutre de type sandwich en tenant compte
de l’influence de l’effort tranchant. Les fre´quences propres sont calcule´es a` partir des caracte´ristiques
des couches et elles sont aussi compare´es avec le mode`le de poutre de Bernouilli pour de´terminer le
module de flexion effectif. Le re´sultat de cet auteur montre une bonne pre´diction correspondante a` la
mesure. Pourtant, son application ne peut eˆtre utilise´e que dans le cas ou` l’e´paisseur de la peau est
beaucoup plus petite que celle du coeur.
1.5.2. Partie imaginaire, facteur de perte ou coefficient d’amortissement :
L’identification de la partie imaginaire du module complexe ou du facteur de perte d’un mate´riau est
similaire a` celle de la partie re´elle. Cette partie est aussi calcule´e par la relation de Kramers-Kronig.
Cependant, dans plusieurs cas, on peut la de´terminer en se basant sur la fonction de la fre´quence
mesure´e. Balme`s et al. [105, 106] ont utilise´ la fonction de corre´lation pour de´terminer les facteurs de
perte pour chaque poˆle.
Le facteur de perte est souvent de´fini par le rapport de l’e´nergie dissipe´e sur l’e´nergie totale dans
une pe´riode de chargement [107, 23]. Il est aussi de´termine´ par le rapport entre la partie imaginaire
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et la partie re´elle du module complexe ou par le de´cre´ment logarithmique des amplitudes conse´cutives
de la re´ponse en fre´quence dans le cas d’un syste`me a` un seul degre´ de liberte´ [108]. Berthelot et
al. [109, 110, 15, 111, 109] ont de´veloppe´ des mode`les de l’amortissement pour les composites avec
des couches e´le´mentaires unidirectionnelles. Cette the´orie est base´e sur le livre de Berthelot [83].
Les amortissements d’une couche e´le´mentaire dans deux directions longitudinale et transversale sont
calcule´s par :
ηL =
Vf
Vf + EmEf (1− Vf )
ηf +
1− Vf
(1− Vf ) + EmEf Vf
ηm; ηT = ηf
ET
Ef
Vf + ηm
ET
Em
(1− Vf ) (III.29)
ou` Vf est la fraction volumique des fibres, Em, Ef sont les modules e´lastiques de la matrice et des
fibres, ηm, ηf sont les amortissements de la matrice et des fibres, ET est le module e´lastique e´quivalent
de la couche e´le´mentaire dans la direction transversale. L’amortissement d’un composite e´quivalent est
de´termine´ a` partir de celui de chaque couche e´le´mentaire dans deux directions. L’e´nergie totale ∆Ud
est la somme des termes d’e´nergie correspondants aux de´formations dans le plan et hors plan [15].
L’e´nergie totale dissipe´e ∆U est calcule´e pour chaque couche en connaissant les amortissements de
chaque couche dans toutes les directions de la meˆme fac¸on. L’amortissement structurel d’un composite
est de´termine´ par :
ηlam =
∆U
Ud
(III.30)
La de´pendance de cet amortissement en fre´quence et en angle de fibres d’un composite avec deux
couches syme´triques est pre´sente´e dans la Fig. III.15. Il est e´vident que pour les deux angles
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Figure III.15. : Amortissement d’un composite en fibre de verre [15] pre´sente´ en pourcentage, θ est
l’angle d’orientation des fibres
comple´mentaires (leur somme est e´gale a` 90◦), leurs amortissements sont e´gaux. D’autre part, les
amortissements de´pendent non seulement de l’angle d’orientation des fibres et de la fre´quence mais
aussi des modes de vibration. Dans ce cas, l’amortissement de´pend de l’interaction entre les parties
de la structure et on ne peut pas donner une bonne pre´diction sur l’amortissement dans une structure
quelconque. L’ide´e est que l’on de´termine l’e´tat de travail des mate´riaux, par exemple on conside`re
que la distribution des contraintes dans la bande de roulement est homoge`ne et on peut prendre cette
me´thode pour cette couche.
1.5.3. Coefficient de Poisson :
Dans les analyses dynamiques courantes, les variations des coefficients de Poisson ne sont pas prises
en compte. Pourtant, en principe, dans le tenseur d’e´lasticite´ complexe C, les termes non-diagonaux
contiennent les coefficients de Poisson. Par conse´quent, pour calculer plus pre´cise´ment, on doit tenir
compte de la de´pendance de ces coefficients en fre´quence. Tschoegl et al. [112] et Caracciolo et al. [10]
ont utilise´ un calcul du coefficient de Poisson de fac¸on similaire a` celui du module complexe. Tschoegl
et al. ont de´veloppe´ cette conception dans le cas de de´formation plane, dans les domaines temporel et
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fre´quentiel. Dans le domaine fre´quentiel, ce coefficient est exprime´ par une se´rie de Prony
ν(t) = νe −
N∑
i=1
νie
t/θi (III.31)
ou sous la forme de spectre des fonctions de relaxation pour le coefficient de Poisson
ν(t) = νe −
∫ ∞
−∞
N (θ)et/θdθ (III.32)
Ces expressions montrent la croissance monotone a` partir de la valeur d’e´quilibre (ou e´lastique) du
coefficient de Poisson. Dans le domaine fre´quentiel, le coefficient de Poisson complexe est obtenu par
une transformation de Fourier de l’expression ci-mentionne´e. La partie re´elle montre une de´croissance
monotone comme dans [10].
ν̂(ω) = iωF [H(t)ν(t)] = νe −
N∑
i=1
νi
jωθi
1 + jωθi
(III.33)
2. Principe d’analyse dynamique
2.1. Ge´ne´ralite´s
On appelle K,M,C respectivement les matrices de rigidite´, de masse et d’amortissement de la struc-
ture, U est le vecteur de de´placement relatif autour de la position d’e´quilibre. L’e´quation dynamique
est :
MU¨ + CU˙ + KU = F (III.34)
Si la force d’application est harmonique de la forme F = F0eiωt, la solution stationnaire des
de´placements est e´galement harmonique U = U0eiωt. L’e´quation dynamique est re´e´crite :
[K + iωC− ω2M]U0 = F0, (III.35)
Les valeurs propres sont de´termine´es en utilisant l’e´quation de vibration homoge`ne en l’absence d’amor-
tissement :
det
(
K− ω2M) = 0 (III.36)
Le vecteur propre associe´ a` la valeur propre ωn de l’Eq. (III.36) est de´signe´ par Xn. On suppose que
les de´placements peuvent eˆtre de´compose´s par les modes propres U =
∞∑
n=1
Xn(x)qn(t) ou` qn(t) est la
coordonne´e ge´ne´ralise´e associe´e au mode propre n. L’e´quation normale de ce mode est e´crite sous la
forme :
q¨n + 2ζnωnq˙n + ω2nqn =
Qn
µn
(III.37)
ou` ζn est le coefficient d’amortissement modal et Qn la composante des efforts exte´rieurs dans le mode
n ou la projection de la force nodale e´quivalente sur le mode propre n [113].
Qn =
∫
Ω
F e XndΩ (III.38)
2.2. Re´ponses complexes en fre´quence. Domaine temporel et domaine fre´quentiel
Dans l’analyse des signaux, on utilise souvent la transformation de Laplace ou de Fourier du domaine
temporel au domaine fre´quentiel pour e´tudier les variations des quantite´s dynamiques en fonction de
la fre´quence.
On introduit un signal d’entre´e (par exemple une force f(t)) et on obtient le signal de sortie (par
exemple x(t) : le de´placement sous l’action de la force mentionne´e). L’interpre´tation de ces deux
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Figure III.16. : Processus d’analyse dynamique d’une structure
signaux nous donne le comportement vibratoire de la structure.
Si le syste`me me´canique line´aire est excite´ par un signal harmonique f(t) = f0eiωt, sa re´ponse en
re´gime permanent est e´galement un mouvement harmonique de meˆme fre´quence. Suivant la pulsation
du signal d’entre´e, la re´ponse est modifie´e en amplitude et en phase. La re´ponse complexe en fre´quence
est la fonction complexe H(ω) (ou Fonction de Re´ponse en Fre´quence (FRF)) de´finie par :
H(ω) =
X(ω)
F (ω)
(III.39)
ou` X(ω) est la re´ponse de la structure en fre´quence. La re´ponse temporelle est alors donne´e par la
repre´sentation en inte´grale de Fourier :
x(t) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
X(ω)eiωtdω =
1
2pi
∫ +∞
−∞
H(ω)F (ω)eiωtdω (III.40)
L’e´quation souvent utilise´e dans le domaine temporel est la Fonction de Re´ponse Impulsionnelle (IRF)
h(t) - la re´ponse sous l’impulsion unite´ f(t) = δ(t). On obtient donc :
F (ω) = 1→ X(ω) = H(ω) (III.41)
La formule de Rocard s’e´crit [98] :
x(t) =
∫ +∞
−∞
f(τ)h(t− τ)dτ = f(t) ∗ h(t) (III.42)
La IRF et la FRF sont donc relie´es par :
h(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
H(ω)eiωtdω (III.43)
H(ω) =
∫ ∞
−∞
h(t)e−iωtdt (III.44)
En fonction du contexte, on utilise la Re´ceptance H(ω), la Mobilite´ V (ω) ou l’Inertance A(ω) associe´es
a` la sortie en de´placements, en vitesses ou en acce´le´rations.
Les de´finitions des re´ponses complexes sont introduites dans le Tab. III.1. Une synthe`se des relations
entre ces valeurs est pre´sente´e dans le Tab. III.2.
Tableau III.1. : Re´ponses complexes et re´ponses inverses associe´es
De´nomination Expression De´nomination Expression
Module dynamique
Rigidite´
Force
De´placement
Re´ceptance
Compliance
Admittance
De´placement
Force
Impe´dance me´canique ForceVitesse Mobilite´
Vitesse
Force
Masse apparente ForceAcce´le´ration Inertance
Acce´le´ration
Force
-51 -
III. Proprie´te´s dynamiques des mate´riaux constituants du pneumatique
Tableau III.2. : Relation entre la re´ceptance, la mobilite´ et l’inertance
Valeurs Re´ceptance H(ω) Mobilite´ V (ω) Inertance A(ω)
Formule H(ω) iωH(ω) −ω2H(ω)
Amplitude H0 ωH0 ω2H0
Phase Aj
V
j A
j
Re´sonance −pi2 0 pi2
2.3. Re´ponse force´e harmonique. Coefficients d’influence dynamique
On de´signe la matrice de rigidite´ dynamique D(ω) = K + iωC− ω2M. Pour une excitation harmo-
nique F = F0eiωt, l’e´quation dynamique s’e´crit :
D(ω)U0(ω) = F (ω) (III.45)
Si la matrice D n’est pas de´ge´ne´re´e, le vecteur de de´placements dans le domaine fre´quentiel s’e´crit :
U0 = (D)
−1 F = SDF (III.46)
ou` SD est la matrice de souplesse dynamique. L’Eq. (III.46) nous donne :
U0l = SDlkF0k (III.47)
Les coefficients d’influence dynamique (ou les re´ceptances) sont de´termine´s :
αlk =
U0l
F0k
= SDlk (III.48)
ou` k, l sont les indices de discre´tisation des e´le´ments. La de´composition modale des de´placements s’e´crit
Û(ω) =
∞∑
n=1
Xnq̂n(ω). Les coordonne´es ge´ne´ralise´es q̂n sont calcule´es en se basant sur les e´quations
normales (III.37) et la transformation de Laplace dans le domaine fre´quentiel.
q̂n =
Q̂n
µn
1
ω2n − ω2 + 2iζnωωn
(III.49)
La force ge´ne´ralise´e dans le domaine fre´quentiel se de´termine par :
Q̂n =
∫
Ω
F̂ eXn =
∑
k
X(k)n F̂
(k) (III.50)
On re´e´crit les de´placements de ce proble`me.
Û(ω) =
∞∑
n=1
∑
k
X(k)n F̂
(k)Xn
µn
1
ω2n − ω2 + 2iζnωωn
(III.51)
La matrice des coefficients d’influence dynamique et les re´ceptances sont de´duites pour le cas de la
force d’excitation unitaire F̂ (k) = 1 :
αlk(ω) =
∞∑
n=1
X
(l)
n X
(k)
n
µn
1
ω2n − ω2 + 2iζnωωn
(III.52)
(
K + iωC− ω2M)−1 = ∞∑
n=1
Xn
tXn
µn
1
ω2n − ω0 + 2iζnωωn
(III.53)
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2.4. Impe´dance me´canique et mobilite´ de la structure
La re´ponse complexe de la structure la plus utilise´e est la mobilite´. Son inverse s’appelle l’impe´dance
me´canique. On note que pour un syste`me visqueux, les re´sonances en de´placement ω1, en vitesse ω0
et en acce´le´ration ω2 sont diffe´rentes. Pour le syste`me a` un seul degre´ de liberte´, ces re´sonances sont
exprime´es et relie´es par [98] :
ω20 =
√
k
m
(III.54)
ω21 = ω
2
0 −
c2
2m2
(III.55)
1
ω22
=
1
ω20
− c
2
k2
(III.56)
ω20 = ω1ω2 (III.57)
ou` k, c,m sont respectivement la rigidite´, l’amortissement et la masse de ce syste`me. On peut de´duire
que la mobilite´ repre´sente mieux la vibration de la structure aux re´sonances.
Les impe´dances complexes des e´le´ments simples sont pre´sente´es dans le Tab. III.3.
Tableau III.3. : Impe´dances me´caniques des e´le´ments simples
AB vvv -=
Av Bv
A B
c
cZ =
AB vvv -=
Ax
Bx
A B
k
wi
k
Z =
f f
f
m
miZ w=
Amortisseur Ressort Masse
On utilise souvent deux combinaisons des impe´dances suivantes :
• Impe´dance en paralle`le :
La force est distribue´e a` chaque impe´dance.
1
Z
2
Z
iZ
NZ
f
1
f
2
f
if
Nf
if f= å
Figure III.17. : Combinaison des impe´dances en paralle`le
Dans ce cas, on obtient des relations entre les impe´dances et les mobilite´s :
Zpar =
N∑
i=1
Zi (III.58)
1
Vpar
=
N∑
i=1
1
Vi
(III.59)
• Impe´dance en se´rie :
La vitesse au point d’application est la somme des vitesses des impe´dances.
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1
Z
2
Z iZ NZ
f
O
i
v v= å
Figure III.18. : Combinaison des impe´dances en se´rie
Les quantite´s e´quivalentes s’e´crivent :
1
Zser
=
N∑
i=1
1
Zi
(III.60)
Vser =
N∑
i=1
Vi (III.61)
 The´ore`me III.1 (Loi de Kirchhof)
La somme de toutes les forces agissant en un point est nulle.
La somme des vitesses relatives d’e´le´ments en se´rie dans une boucle ferme´e est nulle.
A partir de l’Eq. (III.52), car V (ω) = iωH(ω), on peut de´duire les matrices de mobilite´ et d’impe´dance
de la structure :
V(ω) = iω
(
K + iωC− ω2M)−1 (III.62)
Z(ω) =
K
iω
+ C + iωM (III.63)
3. Essais de relaxation
3.1. Exploitation des donne´es
Comme il a e´te´ e´tudie´ dans la section 1.2, le module complexe peut eˆtre calcule´ en se basant sur
la fonction de relaxation R(t) et sur la transformation de Fourier du domaine temporel au domaine
fre´quentiel. Si la fonction de relaxation a la forme d’une se´rie de Prony (comme la fonction F (t) men-
tionne´e), le module complexe peut eˆtre analytiquement repre´sente´ a` toutes les fre´quences (Fig. III.19).
En re´alite´, on ne peut pas effectuer imme´diatement un de´placement ou une de´formation a` l’instant
Fréquence
M
o
d
u
le
s
Re(E)
Im(E)
E
¥
Figure III.19. : Forme de la partie re´elle et de la partie imaginaire du module complexe
t0 = 0 comme dans la the´orie ε(t) = H(t)ε0, ou` H(t) est la fonction de Heaviside, et par conse´quent, la
fonction de relaxation dans la Fig. III.4 ne peut eˆtre calcule´e directement. C’est la raison pour laquelle
on fera une analyse de l’essai de relaxation re´el et on proposera une me´thode pour identifier la fonction
de relaxation a` partir de cette analyse. On suppose que le de´placement ainsi que la de´formation ε(t)
varie line´airement en fonction du temps dans l’intervalle ε(t) = ε0
[
H(t− t0) + tt0 (H(t)−H(t− t0))
]
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(Fig. III.20). Rappelons que
σ(t) =
∫ t
0
R(t− τ)∂ε(τ)
∂τ
dτ +R(t)ε(0) = R(0)ε(t) +
∫ t
0
∂R(τ)
∂τ
ε(t− τ)dτ
. On e´tablira le comportement viscoe´lastique dans deux cas :
• 0 ≤ t < t0 :
En faisant l’hypothe`se que dans l’intervalle [0, t0], la de´formation varie line´airement, ε(t) = t ε0t0 , on
obtiendra :
σ(t) =
ε0
t0
∫ t
0
R(t− τ)dτ = ε0
t0
∫ t
0
R(τ)dτ (III.64)
• t0 ≤ t :
La de´rive´e de la de´formation dans l’intervalle [t0, t] s’annule.
σ(t) =
∫ t
0
R(t− τ)∂ε(τ)
∂τ
dτ =
ε0
t0
∫ t0
0
R(t− τ)dτ (III.65)
Temps Temps0t 0t
0
e
s
¥
Déformation Contrainte
Figure III.20. : Essai de relaxation en temps re´el
On utilisera la se´rie de Prony pour l’expression de la fonction de relaxation R(t), R(t) = A0 +∑
iAie
− t
τi . Avec l’hypothe`se de de´formations :
ε(t) = ε0
[
H(t− t0) + t
t0
(H(t)−H(t− t0))
]
(III.66)
les contraintes σ(t) peuvent eˆtre calcule´es par l’Eq. (III.64),
σ(t) =
ε0
t0
[
H(t− t0)
(
N∑
i=1
Aiτi
(
e
t0−t
τi − 1
)
−A0(t− t0)
)
−H(t)
(
N∑
i=1
Aiτi
(
e
−t
τi − 1
)
−A0t
)]
(III.67)
Comme la fonction exponentielle est une fonction convexe de base, on ne peut identifier les am-
plitudes et les temps caracte´ristiques que sur les intervalles de la contrainte de relaxation dont la
convexite´ est assure´e. Dans notre cas, la contrainte se divise en deux intervalles : avant et apre`s l’ins-
tant t0. Etant donne´ que le coefficient libre A0 dans son expression est important car il caracte´rise
la partie e´lastique du mate´riau, on va identifier en se basant sur le deuxie`me intervalle [t0, Tmax] et
on ve´rifiera les parame`tres identifie´s par les donne´es de la mesure dans l’autre. Dans cet intervalle,
l’expression analytique de la contrainte est :
σ(t) =
ε0
t0
[
A0t0 +
N∑
i=1
Aiτie
− t
τi
(
e
t0
τi − 1
)]
(III.68)
Une manie`re de faire l’identification est d’utiliser le Toolbox Curve Fitting dans le logiciel MATLAB.
Le principe de fonctionnement de ce Toolbox est de minimiser la fonction d’erreur - l’e´cart entre les
valeurs mesure´es et les valeurs estime´es. Les tableaux de donne´es sont introduits dans la boˆıte d’outils.
Les contraintes utilise´es sont ∀i = 1, N : Ai > 0, τi > 0. La valeur N est choisie la plus petite possible
pour que la courbe identifie´e soit la plus proche des donne´es expe´rimentales. Premie`rement, on choisit
N = 1 et on l’augmente jusqu’a` ce que la courbe identifie´e soit suffisamment proche.
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3.2. Couche e´le´mentaire
Comme suivant la direction des caˆbles, les caˆbles supportent la plupart des contraintes dis-
tribue´es dans la section transversale de l’e´prouvette, les proprie´te´s dans cette direction sont presque
inde´pendantes du temps. Par conse´quent, quand on fait les essais, a` cause du grand rapport entre
les rigidite´s des deux mate´riaux (contraste des mate´riaux), il apparaˆıt des localisations de contraintes
dans le caoutchouc, qui sont diffe´rentes de l’ensemble caoutchouc-acier dans le pneu. Alors, on prendra
la valeur statique de EL dans les calculs qui suivent.
Le temps initial de la phase d’identification est t0, l’instant ou` la de´formation longitudinale atteint
son maximum et reste stable. Une comparaison de diffe´rents coefficients a` identifier est effectue´e pour
la de´cision finale du nombre de coefficients dans la se´rie de Prony.
Les re´sultats des essais sont pre´sente´s dans les Figs. III.21 et III.22. Les coefficients et les temps
caracte´ristiques dans la se´rie de Prony sont mis dans le Tab. III.4
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Figure III.21. : Re´sultat de l’essai de relaxation du ET
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Figure III.22. : Fonction de relaxation identifie´e pour la direction T
3.3. Bande de roulement
De la meˆme fac¸on, on effectuera une identification pour les fonctions de relaxation dans le cas de
Ex et Ey de la bande de roulement, qui font des angles ±20◦ et ±70◦ avec les axes des caˆbles. Les
re´sultats sont donc pre´sente´s comme suit :
Les re´sultats et la comparaison des cas d’identification sont pre´sente´s dans les Figs. III.24. En re´alite´,
un nombre e´leve´ de parame`tres ne provoquera pas une bonne pre´cision. Dans quelques cas, la pre´sence
des parame`tres supple´mentaires ge´ne´rera des extreˆmes locaux. Les algorithmes de minimisation de
la fonction d’erreur nous donneront alors des valeurs fausses. Dans ces cas la`, on devrait estimer les
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Figure III.23. : De´formations dans les essais de relaxation pour la bande de roulement
valeurs fiables (bords supe´rieurs et infe´rieurs) et soit on les introduit dans l’algorithme, soit on effectue
des cycles de re´pe´tition jusqu’au moment ou` sont sortis les bons re´sultats.
Les parame`tres d’identification des fonctions de relaxation sont donne´s dans le Tab. III.4.
Tableau III.4. : Amplitudes et temps caracte´ristiques identifie´s pour les fonctions de relaxation
Valeurs Amplitudes Temps caracte´ristiques
A0 A1 A2 A3 t0 τ1 τ2 τ3
Micro couche ET 9.7431 1.3025 2.4273 1.4045 0.4000 73.9451 5.2443 0.5466
Bande de
roulement
Ex 356.5974 34.1506 59.7337 139.8615 1.2000 212.2070 7.3106 0.5625
Ey 9.9238 1.2488 6.0636 3.1896 1.2000 46.7811 4.2929 0.5652
En se basant sur le comportement des mate´riaux viscoe´lastiques dans deux domaines temporel et
fre´quentiel, on peut de´duire les caracte´ristiques me´caniques en fonction de la fre´quence. Avec l’ex-
pression des de´formations en fonction du temps pre´sente´e dans la section pre´ce´dente (Eq. (III.66)), la
transformation de Fourier nous donne l’expression dans le domaine fre´quentiel :
ε̂(ω) =
ε0
t0
1
ω2
(
e−it0ω − 1) (III.69)
On peut bien ve´rifier que cette quantite´ tend vers ε0/iω lorsque t0 tend vers 0. Pourtant, cette valeur
n’est utilise´e que dans le cas de chargement correspondant (transformation de la charge dans l’essai
de relaxation). Elle n’est pas applicable dans tous les proble`mes dynamiques (voir en de´tails dans la
section “Intervalle d’application” 3.6).
3.4. Re´sultats exploite´s des essais de relaxation
Comme mentionne´ ci-dessus, le module complexe peut eˆtre de´termine´ par la fonction de relaxation :
Ê(ω) = iωF (R(t))
Avec la repre´sentation par la se´rie de Prony de R(t) = H(t)
[
A0 +
∑N
n=1Ane
− t
τn
]
, Ê(ω) devient :
Ê(ω) = A0 +
N∑
n=1
An
iω
iω + 1τn
= Re[Ê] + iIm[Ê] (III.70)
-57 -
III. Proprie´te´s dynamiques des mate´riaux constituants du pneumatique
0 200 400 600 800 1000 1200
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
Temps[s]
Co
nt
ra
in
te
 d
e 
re
la
xa
tio
n 
[M
Pa
]
 
 
Contrainte mesurée
Contrainte identifiée
0 200 400 600 800 1000 1200
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
Temps[s]
Co
nt
ra
in
te
 d
e 
re
la
xa
tio
n 
[M
Pa
]
 
 
Contrainte mesurée
Contrainte identifiée
N = 2 N = 2
0 200 400 600 800 1000 1200
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
Temps[s]
Co
nt
ra
in
te
 d
e 
re
la
xa
tio
n 
[M
Pa
]
 
 
Contrainte mesurée
Contrainte identifiée
0 200 400 600 800 1000 1200
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
Temps[s]
Co
nt
ra
in
te
 d
e 
re
la
xa
tio
n 
[M
Pa
]
 
 
Contrainte mesurée
Contrainte identifiée
N = 3 N = 3
Dans la direction x Dans la direction y
Figure III.24. : Identification des fonctions de relaxation pour la bande de roulement
ou` :
Re[Ê] = A0 +
N∑
n=1
An
1 + 1
τ2nω
2
(III.71)
Im[Ê] =
N∑
n=1
An
1
τnω
1 + 1
τ2nω
2
(III.72)
La pre´sentation des modules complexes dans les directions T, x, y exploite´s du re´sultat des essais de
relaxation est montre´e dans les Figs III.25, III.26 et III.27.
3.5. Sensibilite´ des parame`tres
On trouve dans la partie d’identification des parame`tres des fonctions de relaxation que la
repre´sentation de la contrainte est divise´e en N parties, chaque partie posse`de une allure principale
domine´e par les fonctions Ai exp− tτi , dont les valeurs τi petites influencent les intervalles de t petits.
De la meˆme fac¸on, le module complexe repre´sente des parties domine´es par les fonctions Ai 11+ 1
iωτi
.
A titre d’exemple, pour la partie re´elle du module d’Young dans la direction x, l’ordre des Ai est le
meˆme. Le produit τω devient sensible. On verra ci-dessous la de´pendance de chaque partie de Re[Ê]
dans la Fig. III.28. On divise la courbe de la partie re´elle Re[Ê] en N niveaux caracte´rise´s par la
fonction 1
1+ 1
ω2τ2
. On trouve qu’a` τω = 4, cette fonction atteint de´ja` la valeur 0.95. Par conse´quent,
pour les grandes valeurs de τi, son niveau est rapidement atteint. Les petites valeurs de τi de´cident de
l’allure aux fre´quences plus grandes.
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Figure III.25. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction T
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Figure III.26. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction x
h
MPaé ù
ë û
[Hz] [Hz]
Figure III.27. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction y
3.6. Intervalle d’application
Dans les essais de relaxation, le temps initial du processus d’identification t0 est de l’ordre de 1
seconde. Si l’on suppose que la de´formation et la contrainte sont des signaux temporels pour calculer
le module d’Young complexe, on aura des proble`mes nume´riques lors de la transformation de Fourier.
Pour assurer un bon re´sultat dans le domaine fre´quentiel, l’amplitude de la de´formation doit eˆtre
proche de ε0. On re´e´crit la de´formation sous la forme :
iω
ε̂(ω)
ε0
=
i
t0ω
e−
it0ω
2
(
e−
it0ω
2 − e it0ω2
)
= 2e−
it0ω
2
sin( t0ω2 )
t0ω
(III.73)
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Figure III.29. : De´formation dans le domaine fre´quentiel
On calcule le point ou` la de´formation s’annule :
ε̂(ω) = 0↔ sin( t0ω
2
) = 0↔ ωt0 = 2kpi ↔ ω = 2kpi
t0
↔ f = k
t0
(III.74)
Alors, a` la fre´quence f0 = 1t0 , la de´formation s’annule. On rencontre le proble`me nume´rique si l’on
calcule le module Ê par la formule :
Ê =
σ̂
ε̂
(III.75)
Il faut que la fre´quence soit dans l’intervalle 0 ≤ f ≤ 1t0 avec 1t0 est de l’ordre de 1 Hz. Pour les calculs
plus fiables, il faut que f  1t0 .
3.7. Cas du caoutchouc
Pour le caoutchouc, on ne peut pas extraire un volume suffisant dans le pneu pour re´aliser les essais
dynamiques. Alors, on prend le re´sultat des essais dynamiques sur un e´chantillon de caoutchouc, qui
sont re´alise´s par Huynh [95] (voir Fig. III.30). Dans ce cas, la pre´charge statique 200N correspond
a` la pression 3bars (avec le rayon de l’e´chantillon 14.35mm) qui est de meˆme ordre que la pression
interne du pneumatique (2bars). Pour les fre´quences plus e´leve´es, on prend la valeur 20MPa comme
la valeur du module e´lastique dynamique. Le coefficient d’amortissement est estime´ e´gal 0.15 pour les
fre´quences au-dela` de 100Hz.
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Figure III.30. : Module complexe du caoutchouc dans le domaine fre´quentiel
4. Vibration d’une poutre
4.1. Principe de l’expe´rience
Les dispositifs d’essais, qui permettent d’estimer les signaux re´els en temps ou l’amplitude et la
phase de la re´ponse en fre´quence a` examiner, se divisent en trois groupes :
• Dispositifs me´caniques : Ces dispositifs comprennent les me´canismes de mise a` disposition de la
structure a` examiner (conditions aux limites, directions des charges,...).
• Dispositifs a` transmission :
- Ge´ne´rateur : qui produit des forces de type harmoniques, ale´atoires, pseudo-ale´atoires, ... dans une
bande de fre´quences donne´e (par exemple [0-3200Hz]). Pour avoir une bonne excitation d’entre´e, il
faut bien lier le ge´ne´rateur a` la structure (contact permanent).
- Amplificateur de puissance avec un gain ajustable.
- Chaˆıne de mesure du signal d’entre´e : cette partie, qui n’est pas absolument indispensable, inclut
des acce´le´rome`tres au point d’excitation et des capteurs de force. On utilise souvent les capteurs
e´lectroniques inte´gre´s a` la teˆte du pot vibrant (teˆte d’impe´dance).
• Dispositifs a` re´ception :
- Amplificateurs de re´ception.
- Acce´le´rome`tres a` plusieurs points a` examiner. Ils sont fixe´s sur la structure mais leurs masses
doivent eˆtre ne´gligeables par rapport a` celle de la structure (< 5%).
- La fonction de transfert est traite´e par un micro ordinateur a` partir des signaux d’entre´e et de
sortie.
Les signaux d’entre´e X(t) et de sortie Y (t) sont re´els et fonction du temps. La transformation de
Fourier est comprise dans le logiciel de traitement PULSE. En re´alite´, les capteurs e´tant sous forme
d’acce´le´rome`tres, on mesure directement les acce´le´rations. Pour les vitesses et les de´placements, on
doit faire des inte´grations ou des doubles inte´grations. La FRF est prise comme le rapport entre les
signaux d’entre´e et de sortie en fre´quence.
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La mesure peut eˆtre perfectionne´e par les techniques de traitement des signaux [114, 115], cette
approche est inte´ressante pour les signaux bruite´s ou distordus issus par exemple de milieux dispersifs.
Le sche´ma des dispositifs est pre´sente´ dans la Fig. III.31
Figure III.31. : Sche´ma ge´ne´ral du dispositif des essais dynamiques
4.2. Vibration longitudinale d’une barre avec des masses
4.2.1. Analyse the´orique
On examine la vibration d’une barre avec les conditions aux limites comme dans la Fig. III.32.
r,E,A
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x
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m ALr=
( )
,u x t
Figure III.32. : Vibration d’une barre avec 2 masses aux extre´mite´s
L’e´quation dynamique de la barre s’e´crit :
ρA
∂2u
∂t2
=
∂
∂x
(
EA
∂u
∂x
)
+ p (III.76)
ou` A,E, ρ sont respectivement l’aire de section, le module e´lastique et la densite´ volumique de la barre,
p est la charge exte´rieure applique´e a` la barre. Si la section et le module d’Young sont constants, on
pose c0 =
√
E
ρ la vitesse des ondes propage´es dans la barre. L’e´quation dynamique est re´e´crite :
∂2u
∂t2
= c20
∂2u
∂x2
+
p
ρA
(III.77)
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La solution peut eˆtre calcule´e par la de´composition modale u(x, t) =
∞∑
n=1
Xn(x)qn(t).
? Expression des formes modales Xn :
Les formes modales doivent satisfaire l’e´quation homoge`ne :
d2X
dx2
+
ω2
c20
X = 0→ Xn = Cn cos ωnx
c0
+Dn sin
ωnx
c0
(III.78)
Les conditions aux limites doivent eˆtre ve´rifie´es :
+ En x = 0 :
M1
(
∂2u
∂t2
)
x=0
= N(0, t) = EA
(
∂u
∂x
)
x=0
(III.79)
+ En x = L :
M2
(
∂2u
∂t2
)
x=L
= −N(L, t) = −EA
(
∂u
∂x
)
x=L
(III.80)
En tenant compte de l’Eq. (III.78), en posant ϕn = ωnLc0 , les conditions aux deux extre´mite´s sont
re´e´crites :
+ En x = 0 :
F1(ωn) = M1ωnCn + EA
c0
Dn = 0
EAL=mc20−−−−−−→M1ϕnCn +mDn = 0 (III.81)
+ En x = L :
F2(ωn) = M2ωn(Cn cosϕn +Dn sinϕn)− EA
c0
(Dn cosϕn − Cn sinϕn) = 0 (III.82)
EAL=mc20−−−−−−→M2ϕn(Cn cosϕn +Dn sinϕn)−m(Dn cosϕn − Cn sinϕn) = 0 (III.83)
A partir de l’Eq. (III.83), en remplac¸ant Cn = − mDnM1ϕn dans l’Eq. III.83, l’e´limination du terme commun
Dn nous donne :
−m
(
M2
M1
+ 1
)
cosϕn +
(
M2ϕn − m
2
M1ϕn
)
sinϕn = 0 (III.84)
En somme, les conditions aux limites nous donnent la valeur ϕn satisfaisant :
cotϕn =
M1M2ϕ
2
n −m2
mϕn(M1 +M2)
(III.85)
Les coefficients Cn et Dn sont calcule´s en ajoutant l’e´quation de l’orthonormalisation des modes
propres : ∫ L
0
X2ndx =
L
2
[
C2n +D
2
n +
sin 2ϕn
2ϕn
(C2n −D2n) + CnDn
cos 2ϕn − 1
ϕn
]
= 1 (III.86)
En cas d’encastrement a` x = 0, on peut conside´rer M1 ≫ M2 = M ou M1 → ∞. On retrouvera
l’expression dans [16]. La repre´sentation graphique des racines de l’Eq. (III.87) est montre´e dans la
Fig. III.33.
cotϕn =
M
m
ϕn (III.87)
Dans ce cas, Cn = 0, l’expression de Dn est obtenue par
∫ L
0 X
2
ndx = 1 :
D2n =
2
L
(
1− sin 2ϕn2ϕn
) Eq.(III.87)========= 2
L
(
1− Mm sin2 ϕn
) (III.88)
Et la forme modale est calcule´e :
Xn =
√
2
L
(
1− Mm sin2 ϕn
) sin ωnx
c0
(III.89)
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Figure III.33. : Racines positives de l’e´quation cotϕ = Mmϕ [16]
Lorsque m est petite devant M , ϕ1  1. En remplac¸ant tanϕ1 = ϕ1 + 13ϕ31, on peut calculer la valeur
approche´e de la pulsation fondamentale :
ϕ1 =
1√
M
m +
1
3
→ ω1 =
√
EA
L
(
M + 13m
) (III.90)
Pour les autres modes, ϕn ' (n− 1)pi.
? Expression des coordonne´es ge´ne´ralise´es qn :
Pour une barre, la masse ge´ne´ralise´e est µn = ρA. Sous la sollicitation unitaire harmonique concentre´e
au point xk, les coordonne´es ge´ne´ralise´es dans le domaine fre´quentiel s’e´crivent :
q̂n(ω) =
Xn(xk)
ρA
1
ω2n − ω2 + 2iωωn
(III.91)
Les de´placements ou les re´ceptances dans le cas d’une masse M valent :
û(x, ω) =
∞∑
n=1
Xn(xk)Xn(x)
ρA
1
ω2n − ω2 + 2iωωn
=
∞∑
n=1
D2n
ρA
1
ω2n − ω2 + 2iωωn
sin
ωnxk
c0
sin
ωnx
c0
(III.92)
4.2.2. Exploitation des donne´es
On mesure la mobilite´ du syste`me compose´ d’une e´prouvette avec l’axe principal perpendiculaire a`
la direction des caˆbles d’acier. Cette e´prouvette est attache´e a` une masse a` une extre´mite´ et encastre´e
a` l’autre.
r,E,A
M
x
0 L
m ALr=
( ),u x t
F
Figure III.34. : Sche´ma de l’essai dynamique du module ET
On peut calculer la partie re´elle du module d’Young complexe E′ en connaissant la pulsation propre :
ϕ1 =
1√
M
m +
1
3
→ ω1 =
√
E′A
L
(
M + 13m
) → E′ = 4pi2f21 LA
(
M +
1
3
m
)
(III.93)
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Quant a` la partie imaginaire, on de´termine les amortissements au lieu de la mesurer directement. Les
amortissements peuvent eˆtre calcule´s simplement par la formule :(cf. [116] ou [105]).
ηr =
f2b − f2a
2f2r
avec fa, fb correspondant au niveau de re´ceptance Hmax√2 .
On peut obtenir les amortissements par l’analyse du logiciel PULSE aux re´sonances. Le principe
de mesure du logiciel PULSE est la me´thode de largeur de bande en utilisant la transformation des
signaux temporels dans le domaine fre´quentiel. Une autre me´thode d’identification est que l’impe´dance
me´canique de l’e´prouvette peut eˆtre estime´e par la pulsation fondamentale. On a :
û(x, ω) =
∞∑
n=1
D2n
ρA
1
ω2n − ω2 + 2iωωn
sin
ωnxk
c0
sin
ωnx
c0
=
∞∑
n=1
Γn sin
ωnx
c0
(III.94)
Avec n ≥ 2, xk = L→ ϕn ' (n− 1)pi, le de´placement peut eˆtre estime´e par :
û(x, ω) = Γ1 sin
ωnx
c0
(III.95)
La de´formation est de´termine´e par le gradient du de´placement selon la variable d’espace :
→ ε̂(x, ω) = ω1
c0
cot
ω1x
c0
û(x, ω)→ ε̂(L, ω) = ϕ
2
1
L
M
m
û(L, ω) (III.96)
Le module d’Young complexe est calcule´ par :
Ê =
σ̂
ε̂
=
F̂
û
L
A
1
ϕ21
M
m
Eq.III.90
=======
1
H
L
A
(
1 +
m
3M
)
= iωZE
L
A
(
1 +
m
3M
)
(III.97)
ou` ZE est l’impe´dance me´canique e´quivalente a` x = L de l’e´prouvette. On conside`re l’impe´dance de
l’e´prouvette connecte´e avec la masse M en paralle`le.
M
M
Z i Mw=
E
Z
F
Figure III.35. : Sche´ma de l’impe´dance e´quivalente
L’impe´dance mesure´e Zmes est l’impe´dance e´quivalente du syste`me (voir Fig. III.35). ZE est
de´termine´e donc :
ZE = Zmes − ZM = Zmes − iωM (III.98)
Cependant, ce calcul est acceptable seulement aux fre´quences avoisinantes de la re´sonance. En re´alite´,
la phase aux re´sonances de la mobilite´ n’est pas exactement −pi. On effectuera un de´calage de phase
en mesurant la phase de la mobilite´ a` la fre´quence de re´sonance et on modifie la phase de la mobilite´
mesure´e en ajoutant ce de´phasage.
4.2.3. Application a` la micro couche
? Suivant la direction des caˆbles
Comme les caˆbles d’acier supportent la plupart des efforts dans cette direction de la couche, on prendra
la valeur du module statique du EL pour les calculs ci-apre`s.
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Tableau III.5. : Module complexe calcule´ a` plusieurs fre´quences a` partir de la mesure de PULSE
fn[Hz] M [g] L[mm] ζ A[mm2] Re(ÊT )[MPa] Im(ÊT )[MPa]
15 324.4 95 0.085 12.6 21.73 3.69
29 92 95 0.070 12.6 23.03 3.22
74 29.3 50 0.067 12.6 25.14 3.37
76 26.7 50 0.065 12.6 24.16 3.14
111 31.2 20 0.031 12.6 24.09 1.49
? Suivant la direction perpendiculaire aux caˆbles
On calcule la partie re´elle du module d’Young par la formule de pulsation propre (III.93). On utilise
plusieurs masses attache´es a` la couche et on modifie la longueur de vibration pour obtenir les diffe´rentes
re´sonances. Les rapports ζ entre l’amortissement a` cette fre´quence et l’amortissement critique sont
de´tecte´s par PULSE. Le re´sultat est montre´ dans le Tab. III.5
Le module complexe peut eˆtre calcule´ par la me´thode d’impe´dance e´quivalente du syste`me barre-
masse comme on a montre´ dans la section pre´ce´dente. Les coefficients d’amortissement sont calcule´s par
la me´thode de largeur de bande. Ces valeurs sont du meˆme ordre que le coefficient d’amortissement du
caoutchouc estime´ (0.15). La comparaison des modules complexes calcule´s par les me´thodes pre´sente´es
ci-dessus (mate´riau suivant la direction T ) est pre´sente´e dans le Tab.III.6 et dans la Fig. 4.2.3.
Tableau III.6. : Comparaison des valeurs du module ET dans deux cas M = 324.4g et M = 92g.
Diffe´rents calculs par les me´thodes mentionne´es
Cas M = 324.4g M = 92g
f1 15Hz 29Hz
E′ = 4pi2f21
L
A
(
M + 13m
) 21.73 MPa 23.03 MPa
ηr =
f2b−f2a
2f2r
0.170 0.134
4.3. Vibration transversale d’une poutre.
4.3.1. Quelques formules the´oriques
L’e´quation gouvernant la vibration transversale d’une poutre s’e´crit :
∂2
∂x2
(
EI
∂2y
∂x2
)
+ ρA
∂2y
∂t2
= q(x, t) (III.99)
Pour une section et un module constants le long de la poutre, la solution de l’Eq (III.99) a la forme
de la de´composition modale :
y(x, t) =
∞∑
n=1
Yn(x)Tn(t) (III.100)
ou` Yn(x) est la ne forme modale de l’Eq. (III.99)
Yn(x) = C1 sinβnx+ C2 cosβnx+ C3 sinhβnx+ C4 coshβnx
ou` βn est associe´ a` la forme modale Yn et a` la fre´quence propre ωn : ω2n = β
4
n
EI
ρA .
Tn(t) doit satisfaire l’Eq (III.101).
ρA
d2
dt2
Tn + EIβ4nTn = Qn (III.101)
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Figure III.36. : Modules complexes et amortissements calcule´s par l’Eq. (III.97)
ou` Qn est la force ge´ne´ralise´e associe´e au de´placement ge´ne´ralise´ Tn :
Qn =
∑
i
Yn(xi)Fi(t); Fi(t) est la force concentre´e applique´e au point xi (III.102)
Les fre´quences propres de la poutre sont donne´es par :
fn =
(βnl)2
2pil2
√
EI
ρA
(III.103)
ou` βnl est le nombre d’ondes sur la longueur de la poutre. En fonction des conditions aux limites, elle
est la racine de l’e´quation :
• libre-libre : cos(βnl) cosh(βnl)− 1 = 0 (III.104)
•encastre´-libre : cos(βnl) cosh(βnl) + 1 = 0 (III.105)
4.3.2. Bande de roulement
La bande de roulement se compose de trois couches : une couche en caoutchouc au milieu et deux
couches e´le´mentaires de proprie´te´s (EL, ET , GLT , νLT ). Toutes les trois couches ont pour e´paisseur
0.6mm. Les angles de rotation de deux couches e´le´mentaires sont ±20◦ (voir la Fig III.37).
Pour la direction x, on mesure une poutre en vibration transversale. Les re´sultats obtenus par
PULSE sont pre´sente´s dans le Tab. III.7 en variant la longueur d’une poutre de section 21mm×1.8mm.
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Figure III.37. : Constitution de la bande de roulement
Cette poutre est encastre´e a` un bout et libre a` l’autre. Les fre´quences sont calcule´es par la formule
(III.103) avec les valeurs βnl calcule´es par l’Eq. (III.105).
Tableau III.7. : Valeurs de Re[E] et des amortissements mesure´s par PULSE suivant la direction x
L [m] Fre´quences [Hz] ζn[%] Re[E] Im[E]
0.098
14 13.9 430.74 119.74
104 3.0 605.14 36.31
300 2.1 642.12 27.35
0.093
16 13.0 456.27 118.63
116 5.6 610.56 68.26
0.079
22 9.1 449.16 81.30
156 2.5 574.96 29.09
0.068
30 9.6 458.49 88.30
212 5.2 582.90 61.09
0.049
62 4.7 527.98 49.10
346 5.2 418.62 43.12
Pour la direction y, car le module n’est pas suffisamment grand pour la mesure de vibration trans-
versale, on attache une masse M et on mesure la vibration longitudinale comme avec ET . La pulsation
fondamentale est f1 = 13 Hz et correspond a` la masse M = 2.446 kg et a` la longueur L = 0.058m. La
partie re´elle du module complexe calcule´ est de 19.48 MPa.
Une autre fac¸on pour e´valuer les proprie´te´s de la bande de roulement est d’utiliser le mode`le mul-
ticouche d’un composite similaire a` celui pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´dent. On rappelle que les
expressions des modules apparents sont dans l’annexe dont :
Ex =
A∗11 −
[A∗12]2
A∗22
etot
;Ey =
A∗22 −
[A∗12]2
A∗11
etot
ou` etot est l’e´paisseur totale de la bande de roulement et la matrice A∗ est calcule´e en fonction des
matrices A,B,D caracte´risant le composite : A∗ = A − BD−1B. GLT est estime´ par ET /2.5 et
νLT = 0.472 sont conside´re´ constant selon la fre´quence. EL est suppose´ constant EL = 33.75GPa. ET
est calcule´ par ET = Re(ET ) + iIm(ET ) (Tab. III.6). Tous les re´sultats du module complexe calcule´
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par la vibration d’une poutre, par le mode`le d’un composite multi-couche et par les donne´es de l’essai
de relaxation sont pre´sente´s dans la Fig. III.38.
0 50 100 150 200 250 300 350
0
100
200
300
400
500
600
700
Fréquence [Hz]
R
e(E
x) 
[M
Pa
]
 
 
Relaxation Données
Multi−couche
L=49mm
L=68mm
L=79mm
L=93mm
L=98mm
 E
statique
0 50 100 150 200 250 300 350
0
20
40
60
80
100
120
Fréquence [Hz]
Im
(E
x) 
[M
Pa
]
 
 
L=49mm
L=68mm
L=79mm
L=93mm
L=98mm
Multi−couche
Relaxation Données
Re[Ex] Im[Ex]
0 50 100 150 200 250 300 350
8
10
12
14
16
18
20
22
24
Fréquence [Hz]
R
e(E
y) 
[M
Pa
]
 
 
Multi−couche
Relaxation Données
Mesure
0 50 100 150 200 250 300 350
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
Fréquence [Hz]
Im
(E
y) 
[M
Pa
]
 
 
Multi−couche
Relaxation Données
Re[Ey] Im[Ey]
Figure III.38. : Module complexe dans deux directions x, y mesure´ par PULSE, calcule´ par les
donne´es de l’essai de relaxation et estime´ a` partir du mode`le multi-couche
Une raison pour laquelle les calculs du module complexe ne sont pas cohe´rents est que pour un
mate´riau e´lastome`re, le module complexe de´pend non seulement de la pre´contrainte mais aussi de
l’amplitude de la de´formation en vibration. Lorsque cette amplitude augmente, le module complexe
diminue (voir la Fig. III.39).
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Figure III.39. : Module e´lastique a` plusieurs de´formations dynamiques d’un e´lastome`re [17]
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5. Une application dans le calcul de l’aire de contact en fonction de la
vitesse
5.1. Mode´lisation du pneumatique et chargement
Dans cet exemple, on utilise un pneu lisse, sans sculpture. Pourtant, la distribution re´elle des
mate´riaux est applique´e. Les proprie´te´s dynamiques des mate´riaux sont introduites. Un processus
de re´volution est applique´e a` la section transversale pour obtenir le pneu total. La jante est suppose´e
rigide et elle est remplace´e par la condition aux limites fixe´es. La chausse´e est suppose´e lisse et elle
est mode´lise´e par une plaque carre´e de coˆte´ a=0.4m. Le contact pneu-chausse´e est donc un contact
entre deux surfaces lisses. Le mode`le est montre´ sur la Fig. III.40.
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Caoutchouc
Tringles
B
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d
e
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e
 r
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Figure III.40. : Mode´lisation du contact pneu-chausse´e dans ANSYS [18]
La force d’application au pneumatique est remplace´e par une pression applique´e a` la plaque. La
pression de l’air interne dans le pneu est prise comme e´gale a` l’expe´rience (2.2bars). Comme la force
expe´rimentale est de 3300N (correspondant au poids de voiture applique´e a` la jante), la pression sur
la plaque est calcule´e comme suit :
p =
F
a2
=
3300
0.42
= 20625N/m2 (III.106)
Dans un premier temps, on introduit la pression de l’air interne dans le pneu pour le gonfler. La vitesse
de rotation est calcule´e par Ω = VvoitureRpneu et est introduite dans ANSYS. Le mode`le de contact est utilise´
pour le cas de chargement statique et pour chaque cas de vitesse. L’aire de contact est de´termine´e par
les endroits ou` la pression de contact est suffisamment grande (ou les e´le´ments atteignent la surface
de la plaque).
5.2. Re´sultat et comparaison
Les re´sultats repre´sente´s sur la Fig. III.41 et dans le Tab. III.8 montrent une bonne concordance entre
l’expe´rience et la mode´lisation. Ils prouvent que les proprie´te´s me´caniques mesure´es sont raisonnables.
Les re´sultats expe´rimentaux ont e´te´ obtenus par Cesbron [117] dans le cadre de sa the`se.
Tableau III.8. : Comparaison de l’aire de contact pneu-chausse´e a` plusieurs vitesses de roulement.
Unite´ : cm2
Statique 30km/h 40km/h 50km/h
ANSYS 166.7 139.7 129.8 125
Mesures 164 128 124 125
Les essais montrent qu’il y a un couplage entre la de´pendance en vitesse et les modules complexes.
Lorsque le pneu roule, il vibre a` certaines fre´quences et les mate´riaux travaillent a` ces fre´quences.
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Figure III.41. : Contrainte verticale statique dans le proble`me de contact pneu-chausse´e
Comme les modules e´lastiques e´quivalents augmentent, cela engendre une re´duction d’environ 20% de
l’aire de contact pneu-chausse´e.
6. Synthe`se sur les mate´riaux
Puisque la de´pendance en fre´quence des modules complexes varie peu a` partir des moyennes
fre´quences, on pourra prendre les valeurs dans cette bande de fre´quence comme valeurs utilise´es pour
le mode`le pneumatique qui sera de´veloppe´ par la suite. Dans le Tab. III.9, on pre´sente les valeurs
ne´cessaires a` introduire dans le mode`le nume´rique dans les chapitres qui suivent (voir aussi le Tab.
III.6 et la Fig. 4.2.3 pour les valeurs de ET ). Les valeurs estime´es sont prises en se basant sur les
relations des modules statiques sans calculer.
Dans tous les cas, lorsque la fre´quence tend vers 0, la partie re´elle du module complexe tend vers
le module e´lastique mesure´ dans le chapitre pre´ce´dent ou dans les essais de relaxation. Pourtant, la
partie imaginaire n’a pas une bonne variation comme la the´orie car l’amortissement de´pend du mode
de vibration et e´galement de l’interaction entre les caˆbles d’acier et le caoutchouc. L’identification de
cette partie est tre`s sensible a` cause de la division en temps et de la limite de variation de la force
dans les essais de relaxation. On utilisera les amortissements modaux mesure´s dans le chapitre IV.
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Tableau III.9. : Synthe`se des proprie´te´s me´caniques utilise´es dans les proble`mes dynamiques
Parties Endroits Quantite´s Valeurs Remarques
Caoutchouc
Sculpture E [MPa] 21 estime´e (Section 3.7)
et flanc ν 0.49 estime´e
ρ [kg/m3] 1000
Acier Tringles
E [GPa] 162.6 prise comme statique
ν 0.33 estime´e
ρ [kg/m3] 7850 estime´e
Bande de
roulement
Couche
e´le´mentaire
Re(EL) [MPa] 33748 prise comme statique
Re(ET ) [MPa] 24 mesure´e
GLT [MPa] 7.5 estime´e
νLT 0.47 estime´e comme statique
ρ [kg/m3] 2510 calcule´e
3 couches
composites
Re(Ex) [MPa] 660 calcule´e
Re(Ey) [MPa] 24 calcule´e
νxy 0.4 estime´e
Gxy Mpa 330 estime´e
ρ [kg/m3] 2014 calcule´e
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Chapitre IV.
Mesure des fonctions de re´ponse en fre´quence
d’un pneumatique
L’objectif de ce chapitre est de mesurer les fonctions de re´ponse en
fre´quence du pneumatique pour comparer avec le mode`le nume´rique.
Les mobilite´s sont mesure´es sur la bande de roulement et dans la section
transversale dans deux configurations de force d’excitation : sur la bande
de roulement et sur le flanc. L’identification sommaire des modes de la
bande de roulement et de la section est montre´e a` la fin de ce chapitre.
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1. Objectifs de la mesure
La vibration du pneumatique est une source importante de bruit ge´ne´re´ par les roues. Pour la
pre´diction du niveau sonore, des mode`les et des mesures des vibrations a` haute fre´quence sont
ne´cessaires pour les industries pneumatiques.
En de´pit de la simplicite´ apparente de la mesure des vibrations d’un pneumatique, l’acquisition de
donne´es pre´cises est actuellement complique´e. L’effet local n’apparaˆıt pas dans les bandes de basse
fre´quence car la longueur d’onde λ = c0f (ou` c0 et f sont la vitesse de propagation d’ondes et la
fre´quence) est plus grande que l’aspe´rite´ de la sculpture. Dans les bandes de haute fre´quence, la
ge´ome´trie et la distribution des mate´riaux du pneumatique deviennent importantes lorsque la longueur
d’onde est comparable avec les dimensions du pneu. En re´alite´, la sculpture posse`de des rainures le
long du contour et de petites cannelures qui les connectent. Ce syste`me sert a` canaliser de l’eau et a`
minimiser le bruit ge´ne´re´. Pourtant, il rend difficile la mesure car la cohe´rence aux points a` la limite
de ces cannelures n’est pas bonne. Mieux vaut donc e´viter de disposer les capteurs a` ces endroits.
Une autre difficulte´ dans la mesure est que l’amortissement dans le caoutchouc du pneu est as-
sez grand. Parfois, les pics de re´sonance ne sont pas bien localise´s a` haute fre´quence. Les ondes se
propagent a` une courte distance et leurs amplitudes s’annulent rapidement. L’e´nergie est transmise
essentiellement dans la direction le long du pneu dont le module e´quivalent est plus e´leve´.
Un autre effet qui doit eˆtre pris en compte est la pression de l’air dans le pneu. Les ondes se
propagent e´galement dans ce milieu. Elles absorbent une partie de l’e´nergie et provoquent des ondes
re´fle´chies supple´mentaires.
Les objectifs de la mesure des vibrations des pneumatiques sont :
1. Obtention de la fonction de re´ponse en fre´quence : Les relations entre les signaux d’entre´e et
les signaux de sortie. La re´ponse la plus souvent utilise´e est la mobilite´. Les acce´le´rations et les
forces sont acquises par les acce´le´rome`tres et les capteurs de force. La mobilite´ est le rapport
entre la vitesse du point mesure´ et la force d’excitation. Cette quantite´ peut eˆtre repre´sente´e par
des graphiques ou acquise dans des tableaux de donne´es.
2. Plusieurs e´chelles d’expe´rience : On effectuera les mesures jusqu’a` 600 Hz pour avoir en de´tail la
FRF. On s’attachera essentiellement a` de´terminer les premiers pics qui peuvent eˆtre pre´cise´ment
mesure´s.
3. Comparaison des FRF : Les mesures des FRF en plusieurs points sur la section transversale et
le long du pneumatique nous donneront une e´valuation de la transmission de l’e´nergie a` partir
du point d’application de la force aux autres endroits.
4. Estimation de l’ordre de la vitesse de propagation d’ondes dans le pneu : En comparant la
longueur d’onde (calcule´e par la vitesse estime´e) et les dimensions du pneu, on peut de´terminer
la limite entre les moyennes fre´quences et les hautes fre´quences.
2. Dispositif de mesure
Le principe de la mesure est similaire a` celui pre´sente´ dans le chapitre III. Le sche´ma de mesure est
montre´ sur la Fig. IV.1.
2.1. Ge´ne´rateur d’impulsion
Le ge´ne´rateur utilise´ est un marteau d’impact de type 8206 de marque Bru¨el & Kjær (Fig IV.2).
Il est convenable pour les petites et moyennes structures. Il est souvent utilise´ pour les tests des
structures dans l’analyse modale et dans la pre´diction de la re´ponse structurelle. La sensibilite´ en
voltage est de´finie dans la notice des e´quipements. Dans notre cas, cette valeur vaut 22.7mV/N.
D’autres parame`tres sont :
– L’e´chelle de force de mesure en compression : [0, 445]N
– La force maximale standard en compression : 4448N
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Figure IV.1. : Principe de mesure des signaux dynamiques
Câblede connexion
à la boîte d’acquisition
Type de marteau d’impact
Capteur de force
Figure IV.2. : Marteau utilise´ pour la ge´ne´ration des vibrations
Ce marteau est connecte´ a` la boˆıte d’acquisition via l’amplificateur de charge de type 2647A (Fig
IV.31). Il faut bien configurer le type de connexion CCLD dans le logiciel PULSE pour le marteau.
Figure IV.3. : Amplificateur de type 2647A
2.2. Re´ception des signaux transmis : Acce´le´rome`tres
Les signaux de vibration sont mesure´s par les acce´le´rome`tres de type 4374. Les acce´le´rome`tres
sont soit calibre´s par un e´talonneur portable de type 4294 (Fig. IV.4 2), soit e´talonne´s par un autre
acce´le´rome`tre de´ja` calibre´ (cf. la norme[118, 119]). L’e´talonneur de type 4294 produit un signal si-
1http ://www.bksv.com/pdf/BP1874.pdf
2http ://www.bksv.com/default.asp ?ID=3101 &Type=4294
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Figure IV.4. : Etalonneur de type 4294 et acce´le´rome`tre de type 4374
nuso¨ıdal de fre´quence 159.2 Hz a` l’acce´le´ration 10m/s2 et l’acce´le´rome`tre doit mesurer cette valeur
d’acce´le´ration. Les caracte´ristiques de l’acce´le´rome`tre sont :
– Limite infe´rieure de la bande de fre´quence : elle est de´termine´e par l’amplificateur (0.17Hz pour
le type 4294).
– Limite supe´rieure de la bande de fre´quence : 26kHz.
– Fre´quence de re´sonance transverse : 21kHz.
– Masse : 0.65g.
Les acce´le´rome`tres sont fixe´s au pneumatique par collage. La bande adhe´sive a` deux surfaces n’est pas
recommande´e car elle cause une modification de la fonction de re´ponse [120]. Les recommandations
pour ce type de fixation sont [120] :
– La rugosite´ de la surface de fixation doit eˆtre infe´rieure a` 3µm.
– En ge´ne´ral, une fine couche de colle est recommande´e car c’est le syste`me qui pre´sente le plus de
rigidite´.
– La fixation des caˆbles doit assurer un minimum de contraintes sur le plan de vibration (Voir la
Fig. IV.5 comme exemple).
Les capteurs doivent eˆtre capables de re´sister a` la gamme d’amplitudes et doivent pre´senter des
caracte´ristiques de stabilite´. On suppose que la masse et les dimensions des capteurs ne perturbent pas
le fonctionnement des mate´riels et la vibration du pneumatique. Son orientation doit eˆtre bien aligne´e
a` la direction de mesure. Les signaux acquis par les acce´le´rome`tres sont amplifie´s par l’amplificateur
de type conditionneur ENDEVCO de mode`le 133 (Fig.IV.6). C’est un amplificateur externe qui doit
eˆtre configure´ ”Direct” pour les acce´le´rome`tres dans PULSE.
Laforme de boucle doit amener
le minimum de contraintes
Le câble est fixé sur le plan en vibration
(non sur le capteur)
Plan en vibrations
Figure IV.5. : Exemple de fixation de caˆbles d’acce´le´rome`tres
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Canauxde connexion
Paramètres Bouton d’édition
Figure IV.6. : Conditionneur ENDEVCO 133 pour les acce´le´rome`tres
2.3. Chaˆıne d’acquisition
La boˆıte d’acquisition des donne´es sert a` recevoir des signaux capture´s par les acce´le´rome`tres et par
le marteau (Fig. IV.7). Elle transmet les signaux a` une unite´ centrale ou` le logiciel PULSE est installe´.
Entrées
Sorties
LAN
connexion
Bouton
d’alimentation
Figure IV.7. : Boˆıte portable d’acquisition des donne´es de type 3560-C
Ce logiciel traite les signaux d’entre´e et il cre´e des fonctions en fre´quence ne´cessaires en sortie. Les
acce´le´rations et les forces sont introduites dans ce logiciel sous la forme de signaux temporels. Etant
donne´ le pas de temps introduit dans la configuration de l’analyse FFT (Fast Fourier Transform),
les signaux sont transforme´s dans le domaine fre´quentiel. Les re´sonances et ainsi les amortissements
peuvent eˆtre calcule´s par les algorithmes de filtrage et de traitement. Les signaux sont sortis sous
forme graphique avec les valeurs indique´es a` chaque point ou sous la forme de tableaux de donne´es.
2.4. Sche´ma de la chaˆıne de mesure
Unité centrale Pneu suspendu
Accéléromètres
Boîte d’acquisition
Conditionneur
Marteau
d’impact
Figure IV.8. : Sche´ma de mesure des fonctions de re´ponse en fre´quence dans le cas d’un pneuma-
tique.
La chaˆıne de mesure totale est montre´e sur la Fig. IV.8. Il n’y a pas de contrainte en direction
horizontale. On suppose que la fre´quence de la vibration propre de l’e´lastique est tre`s petite et que
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celle de la jante me´tallique est suffisamment e´leve´e pour qu’il n’y ait pas d’influence dans la bande de
fre´quence examine´e.
Il faut remarquer que l’application de la force d’excitation doit assurer l’uniformite´ dans les aspects :
point et direction d’application, grandeur de la force. Chaque fois qu’on applique une force, le pneu
ne reste plus a` la position d’e´quilibre. Alors, il faut l’y remettre avant d’effectuer une autre excitation.
L’intervalle fiable est celui ou` la cohe´rence mesure´e est proche de 1.
3. Erreurs et approximations de la chaˆıne de mesure
3.1. E´chantillonnage
La structure examine´e est un pneu Michelin de type 165/65 R13 77T. Les caracte´ristiques de ce
pneu sont :
– Diame`tre inte´rieur : 330.2mm (13pouces)
– Largeur de bande de roulement : 165mm
– Hauteur de flanc : 65mm
– Indice de charge : poids maximal 412kg.
– Indice de vitesse : T - vitesse maximale 190Km/h. La pression interne maximale est de
0.27MPa(2.7bars).
3.2. Sensibilite´ des parame`tres de mesure
Comme on l’a e´tudie´ dans le chapitre pre´ce´dent, l’inertance peut eˆtre exprime´e par la formule
matricielle :
A(ω) = −ω2[K + iωC− ω2M]−1 (IV.1)
Lorsque la fre´quence ω tend vers l’infini, Aij tend vers M−1ij . La rigidite´ et l’amortissement n’ont pas
beaucoup d’influence. Quand la fre´quence tend vers 0, l’inertance est de l’ordre −ω2K−1ij . A l’e´chelle
logarithmique, sa repre´sentation graphique est comme sur la Fig. IV.9. Dans le cas des mobilite´s et des
log w
log ijA
1log ijM
-
1log ijK
-
-
Figure IV.9. : Forme ge´ne´rale de l’inertance en fonction de la fre´quence
re´ceptances, on peut obtenir des asymptotes comme dans le cas avec les inertances. On trouve qu’aux
basses fre´quences, c’est la rigidite´ qui domine le comportement vibratoire de la structure tandis qu’a`
haute fre´quence, la masse joue un roˆle tre`s important.
D’apre`s le mode`le de mate´riaux de Maxwell ge´ne´ralise´ (peut eˆtre repre´sente´ par une se´rie de Prony),
a` partir d’une fre´quence suffisamment importante, l’amortissement diminue avec la fre´quence. Or, la
superposition des modes et leur complexite´ provoquent une allure ambigue¨ a` haute fre´quence car
l’e´nergie dissipe´e est augmente´e.
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4. Premier essai
4.1. Description
Les essais de vibration avec le pneumatique sont re´alise´s au sein du laboratoire sur un pneu Michelin
posse´dant des cannelures le long du contour et radialement. Le pneu est suspendu par un e´lastique
pour qu’il n’y ait pas beaucoup de contraintes dans la direction examine´e. On doit bien ve´rifier
l’horizontalite´ du pneu dans les deux sens du plan syme´trique perpendiculaire a` l’axe de la jante. En
re´alite´, le pneu est lie´ au support par une liaison flexible. On peut aussi ve´rifier que la fre´quence de
vibration du syste`me total est suffisamment faible par rapport a` la bande examine´e.
F
1
A
2
A
F
1
A
2
A
65
60
Mesuretransversale Mesure longitudinale
Figure IV.10. : Positions de la force et des acce´le´rome`tres dans l’essai de vibration pneumatique.
Les dimensions sont en mm
La force est applique´e par un marteau d’impact lorsque le pneu reste statiquement a` la position
d’e´quilibre. Il faut assurer que le deuxie`me coup est donne´ lorsque le pneu ne vibre plus parce que
dans le cas contraire, il engendre deux vibrations diffe´rentes. La mesure dans un tel cas n’est donc pas
fiable. Les coups de marteau sont effectue´s de fac¸on pre´cise. L’impre´cision de la position d’application
peut causer de mauvaises cohe´rences.
Les fre´quences de re´sonance et les amortissements peuvent eˆtre lus au niveau des pics des courbes
repre´sentatives des FRFs. Les algorithmes de traitement des signaux dans le logiciel PULSE les iden-
tifient automatiquement. Les signaux sont acquis en temps re´el et ils sont transforme´s dans le domaine
fre´quentiel. On suppose que les signaux sont des bruits blancs. La bande de fre´quence mesure´e est
[0-400]Hz. Les positions d’application de la force et de la mesure sont pre´sente´es dans la Fig. IV.10.
4.2. Validation de la mesure
La validation de la mesure est effectue´e avec une poutre en aluminium. Les acce´le´rome`tres sont
dispose´s sur cette poutre de fac¸on similaire au pneu e´tudie´. Le re´sultat est valide´ soit avec la solution
analytique, soit avec un mode`le en e´le´ments finis. Cette poutre est suspendue de sorte qu’elle puisse
eˆtre conside´re´e comme en vibration libre. Les dispositifs de l’essai avec cette poutre sont montre´s dans
la Fig. IV.11. La force d’excitation est ge´ne´re´e par le meˆme marteau qu’on utilisera avec le pneu. Les
acce´le´rome`tres sont colle´s dans le sens d’application de la force pour mesurer la vibration transversale
dans cette direction. La validation est effectue´e avec le logiciel d’e´le´ments finis ANSYS. On mode´lise
une simulation de la poutre dans ANSYS avec l’amortissement e´value´ par PULSE.
1
5
20
F
1
A
2
A
5050100
620
Figure IV.11. : Dispositifs de l’essai de vibration de la poutre en aluminium. Les dimensions sont
en mm
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Tableau IV.1. : Essai de vibration d’une poutre en aluminium : Amortissements aux fre´quences de
re´sonances mesure´s par PULSE
Fre´quence [Hz] Acce´le´rome`tre 1 [%] Acce´le´rome`tre 2 [%]
205 2.89 2.91
565 1.05 1.04
1105 0.542 0.542
1810 0.341 0.342
La mesure est re´alise´e dans la bande [0,2000]Hz divise´e en 400 intervalles. Le pas de fre´quence est
donc de 5Hz. Les fre´quences de re´sonance et les amortissements mesure´s sont pre´sente´s dans le Tab.
IV.1. L’amortissement modal hyste´re´tique introduit dans ANSYS est estime´ e´gal a` η = 2ζ = 1%. La
comparaison des amplitudes et des phases de la mesure et la mode´lisation sont pre´sente´es en Figs.
IV.12 et IV.13. Le re´sultat nous donne un bon accord entre la mesure et la mode´lisation.
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Figure IV.12. : Amplitude au niveau de l’acce´le´rome`tre 1 dans la mesure de vibration d’une poutre
en aluminium
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Figure IV.13. : Phase au niveau de l’acce´le´rome`tre 1 dans la mesure de vibration d’une poutre en
aluminium
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4.3. Vitesses d’ondes dans le pneumatique
Les signaux temporels expe´rimentaux de la force d’application et de l’acce´le´rome`tre 2 sont montre´s
sur la Fig. IV.14. La diffe´rence entre les instants ou` l’amplitude de la force et celle de la mobilite´ sont
maximales nous donne une estimation de la vitesse de propagation d’ondes si l’on connaˆıt la distance
entre la force et l’acce´le´rome`tre. Ces deux temps peuvent eˆtre lus par PULSE. Pourtant, a` cause de
la discre´tisation en temps, les temps lus sont des multiples du pas de discre´tisation et donc la vitesse
calcule´e n’est utilise´e que pour e´valuer la longueur d’onde dans le pneumatique.
80m 100m 120m 140m 160m 180m 200m 220m 240m 260m 280m
-300m
-200m
-100m
0
100m
200m
[m/s]
Temps[s]
300m
Force Accélération
68m 72m 76m 80m 84m 88m 92m 96m 100m104m108m112m116m
-400
-300
-200
-100
0
100
200
300
400
[N]
Temps [s]
Figure IV.14. : Signaux temporels de la force et de l’acce´le´rome`tre 2 - sche´ma de mesure le long du
contour du pneumatique
Dans ces figures, le temps de propagation d’ondes a` partir de la position de la force au point de
mesure est de´termine´. La vitesse moyenne de propagation d’ondes dans le pneumatique est estime´e
par le rapport entre la distance et le temps de propagation. Tout le long du contour du pneumatique,
cette vitesse est calcule´e comme suit :
vlong =
dslong
dtlong
=
125mm
(101.6− 99.61)ms = 62.81m/s (IV.2)
Cette vitesse est du meˆme ordre que la vitesse estime´e par la diffe´rence en temps de 2 acce´le´rome`tres :
v12 = ds12dt12 =
60mm
(99.06−98.32)ms = 81m/s. Comme la direction de la force est radiale, les ondes propage´es
du point d’application aux points 1 et 2 (tangentiellement) sont les ondes transverses. Pour un milieu
continu, la ce´le´rite´ des ondes transverses est ctrans =
√
µ
ρ . Pour le caoutchouc, µ = G =
E
3 et a` assez
grande fre´quence, on estime Ecaoutchouc = 20MPa. La ce´le´rite´ est donc dans ce cas :
ctrans =
√
Ecaoutchouc
3ρcaoutchouc
=
√
2 · 107
3 · 1010 = 81.24m/s (IV.3)
On conclut donc que la vitesse de propagation d’ondes dans le pneu est de l’ordre de 80m/s.
4.4. Amortissements et fonctions de re´ponse en fre´quence
En lisant les ”damping ratio” associe´s aux pics, on peut calculer les amortissements. Les valeurs
lues par PULSE sont pre´sente´es dans le Tab. IV.2. Si le pic n’est pas bien net, on ne peut pas lire
l’amortissement, car on n’arrive pas a` de´terminer les valeurs de l’inertance au niveau de Hmax/
√
2.
Puisque l’impe´dance me´canique est la quantite´ la plus utilise´e dans les calculs vibratoires des struc-
tures, les re´ponses en fre´quence du pneumatique sont souvent repre´sente´es par la mobilite´ et la valeur
duale de l’impe´dance me´canique. Les amplitudes, les phases et aussi les cohe´rences de la mesure le
long du contour sont pre´sente´es sur la Fig. IV.15.
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Tableau IV.2. : Amortissements aux fre´quences de re´sonances mesure´s par PULSE
Mesure transversale [%] Mesure longitudinale [%]
f [Hz] Acce´le´rome`tre 1 Acce´le´rome`tre 2 f [Hz] Acce´le´rome`tre 1 Acce´le´rome`tre 2
122 3.45 3.49 124 3.33 3.34
148 2.84 2.76 150 3.01 *
176/178 2.92 2.85 178/172 4.23 9
208 3.15 3.08 212/204 * 4.47
240/242 4.21 3.66 234/262 * 3.62
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Figure IV.15. : Mobilite´s mesure´es d’un pneu Michelin le long du contour. Position 1 : en trait - -,
position 2 : continu –
La premie`re fre´quence de re´sonance est de 122Hz. C’est une valeur raisonnable si l’on compare
avec les donne´es mesure´es dans les re´fe´rences [21, 28, 2]. Pourtant, la cohe´rence mesure´e aux basses
fre´quences n’est pas tre`s bonne. Les amortissements mesure´s dans les deux cas transversal et longi-
tudinal ne sont pas identiques car la force produite par l’excitation manuelle dans les deux cas est
diffe´rente. D’autre part, si l’on conside`re les amortissements comme le de´cre´ment logarithmique de
l’amplitude de vibration dans un mode, la direction de vibration d’un point ne co¨ıncide pas force´ment
avec celle du capteur.
4.5. Investigations de la mobilite´
La mesure de mobilite´ du pneumatique avec le marteau nous donne de bons re´sultats aux moyennes
fre´quences (a` partir de la premie`re re´sonance jusqu’a` quelques centaines de Hz). Aux autres fre´quences,
les re´sultats ne sont pas tre`s cohe´rents. A partir de 0Hz jusqu’au premier pic, le pneu a un compor-
tement comme une plaque ayant deux flancs a` deux coˆte´s. En re´alite´, ces flancs ne sont pas plans
et leur comportement peut eˆtre conside´re´ comme celui d’une coque e´paisse et souple. L’impre´cision
d’application de la force et la rugosite´ de la sculpture causent de mauvaises cohe´rences pour cette
bande de fre´quence. Aux fre´quences plus e´leve´es, le comportement vibratoire du pneu est comme celui
d’un milieu semi-infini. A partir de 400Hz, la longueur d’onde λ = c0f (ou` c0, f sont respectivement
la ce´le´rite´ et la fre´quence) est de´ja` comparable avec la largeur de la bande de roulement. A 2000Hz,
l’ordre de grandeur de la longueur d’onde vaut :
λ2000 =
c0
f
' 80
2000
= 0.04m = 4cm (IV.4)
L’ordre de grandeur des dimensions de rugosite´ de la sculpture est de 1cm. La complexite´ de la
ge´ome´trie influence beaucoup la mobilite´. On devra re´aliser un processus d’expe´rience plus pre´cis et
plus stable. On pourra utiliser le pot vibrant pour les fre´quences plus hautes.
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4.6. Plusieurs configurations marteau/acce´le´rome`tre
On re´alise des essais pour plusieurs positions du marteau et de l’acce´le´rome`tre pour avoir une
synthe`se sur le type des modes du pneu. La syme´trie de la matrice et aussi le the´ore`me de re´ciprocite´
de Maxwell-Betti sont ve´rifie´s par la permutation du marteau et de l’acce´le´rome`tre.
Dans un premier cas, le marteau est pose´ au sommet de la bande de roulement. On mesure la
mobilite´ a` un point qui fait un angle de 45◦ par rapport a` la direction radiale. On permute la position
du marteau et de l’acce´le´rome`tre pour ve´rifier la re´ciprocite´.
Dans le deuxie`me cas, on garde la position du marteau et on mesure la mobilite´ sur le flanc. Le
changement de position est e´galement fait dans ce cas pour la comparaison des FRFs lorsque le marteau
est sur la bande de roulement et sur le flanc.
En effet, les FRFs mesure´es montrent l’exactitude du principe de re´ciprocite´. D’autre part, le re´sultat
nous permet de conclure que l’e´nergie se propage plus fortement le long du contour du pneu que dans
la direction transverse. Ce phe´nome`ne est raisonnable, car le module e´lastique suivant le contour est
plus grand que dans l’autre direction.
Une autre remarque est que les mesures avec le marteau ne sont pas tre`s fiables. L’avantage de
cette me´thode est qu’elle assure une vibration libre du pneu. Cependant, la qualite´ de stabilite´ de
la force (en grandeur et en direction) n’est pas suffisamment bonne. C’est la raison pour laquelle les
mesures sont effectue´es avec le pot vibrant dans la partie suivante. Les configurations et les mesures
correspondantes sont montre´es dans le Tab. IV.3.
Tableau IV.3. : Mesures associe´es a` plusieurs configurations marteau/acce´le´rome`tre
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5. Mesures avec le pot vibrant : Pneu sans pression interne
Avec le pot vibrant, les signaux sont ge´ne´re´s sous forme ale´atoire ou par un balayage des sollicitations
harmoniques. Si le pot est colle´ au pneu, la direction et ainsi la grandeur de la force d’excitation sont
plus stables que dans le cas ou` cette force est ge´ne´re´e par le marteau. La vitesse de traitement des
signaux de´pend du nombre d’intervalles avec lequel on divise la bande de fre´quence et de la fre´quence
maximale conside´re´e.
L’avantage de cette me´thode est qu’on peut calculer la moyenne d’un grand nombre de FRFs. Cela
donne un re´sultat plus net, plus stable et plus fiable. Les forces d’excitation dans les diffe´rents cas
sont identiques. Graˆce a` cela, la re´ciprocite´ est montre´e de fac¸on convaincante et les bandes modales
sont identifie´es plus facilement.
La calibration est effectue´e avec une masse de 35.16g en acier. En principe, aux basses fre´quences, le
rapport entre la force et l’acce´le´ration mesure´e (masse apparente) doit eˆtre e´gal a` la masse. Le facteur
de calibration est calcule´ comme le rapport entre la masse re´elle et la masse apparente.
Une autre remarque, lorsqu’on mesure les vibrations avec le pot vibrant, est de tenir compte de
l’effet local lors de la mesure. Comme la surface du pneu est rugueuse, on visse la teˆte d’impe´dance
a` une petite plaque de dimension 12mm X 12mm. Les positions de collage des acce´le´rome`tres doivent
e´viter les petites rainures ou le bord d’un morceau en caoutchouc.
5.1. Pot vibrant colle´ au sommet de la bande de roulement
5.1.1. Configurations
On re´alise deux configurations de mesure avec le pot vibrant. Suivant le contour du pneu, on
applique une excitation et on mesure en plusieurs points faisant successivement des angles de 45◦.
Dans la section transversale, on excite au milieu de la bande de roulement et les mesures sont re´alise´es
aux points marque´s comme sur la Fig. IV.16.
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Figure IV.16. : Configurations de mesure avec pot vibrant/acce´le´rome`tres
5.1.2. Mesures sur la bande de roulement
Les amplitudes des mobilite´s mesure´es le long du contour d’un pneumatique sont repre´sente´es sur
la Fig. IV.17.
5.1.3. Mesures sur la section transversale
Les amplitudes des mobilite´s mesure´es dans la section transversale d’un pneumatique sont
repre´sente´es sur la Fig. IV.18.
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Figure IV.17. : Amplitudes des mobilite´s mesure´es sur la bande de roulement. Pot colle´ sur la bande
de roulement d’un pneu non gonfle´
Figure IV.18. : Amplitudes des mobilite´s mesure´es dans la section. Pot colle´ sur la bande de roule-
ment d’un pneu non gonfle´
5.2. Pot vibrant colle´ au flanc
5.2.1. Configurations
Les mesures dans ce cas sont e´galement effectue´es dans deux configurations. Dans la premie`re
configuration ou` tous les acce´le´rome`tres sont dispose´s dans une section transversale, on e´change la
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position du pot vibrant avec celle de l’acce´le´rome`tre 1 dans la section 5.1. On renume´rote les positions
des acce´le´rome`tres comme sur la Fig. IV.19. Dans la deuxie`me configuration, les acce´le´rome`tres sont
mis de fac¸on identique sur le contour comme dans la section 6.1 mais le pot est colle´ sur le flanc.
Comme le pot vibrant est a` gauche de la section transversale, on peut voir l’apparition de modes de
torsion suivant le contour et de modes de vibration de la section.
45° 45°
45°
45°
1 2 3
4
1
2 3
4
5
Mesuresdans la section Mesures suivant le contour
accéléromètres
pot vibrant
accéléromètres
pot vibrant
Figure IV.19. : Configuration de mesure dans le cas ou` le pot vibrant est colle´ sur le flanc
5.2.2. Mesures sur la bande de roulement
Les amplitudes des mobilite´s mesure´es le long du contour d’un pneumatique sont repre´sente´es sur
la Fig. IV.20.
Figure IV.20. : Amplitudes des mobilite´s mesure´es sur la bande de roulement. Pot colle´ sur le flanc
d’un pneu non gonfle´
5.2.3. Mesures sur la section transversale
Les amplitudes des mobilite´s mesure´es dans la section transversale d’un pneumatique sont
repre´sente´es sur la Fig. IV.21.
6. Mesures avec le pot vibrant : Pneu avec pression interne
Les configurations de mesure dans le cas du pneu avec la pression interne sont les meˆmes que celles
dans le cas du pneu sans pression. Le pneu est rigidifie´ par la pression et le de´placement a` une fre´quence
donne´e est plus petit. C’est la raison pour laquelle les amortissements ne sont pas identiques que ceux
dans le cas pre´ce´dent.
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F
Figure IV.21. : Amplitudes des mobilite´s mesure´es dans la section. Pot colle´ sur le flanc d’un pneu
non gonfle´
6.1. Pot vibrant colle´ au sommet de la bande de roulement
6.1.1. Mesures sur la bande de roulement
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Figure IV.22. : Ve´rification de la syme´trie. Deux acce´le´rome`tres sont syme´triques par rapport a` l’axe
radial de la force. Ils font avec cet axe des angles ±45◦
Lorsqu’on excite le pneu par une force sur la bande de roulement du pneumatique, les acce´le´rome`tres
dispose´s suivant le contour nous permettent d’avoir un re´sume´ sur la propagation d’ondes dans
cette direction. Dans ce cas, les acce´le´rome`tres sont dispose´s seulement sur un demi-pneu, car les
acce´le´rome`tres aux positions syme´triques ont les meˆmes FRFs (Ve´rification de la syme´trie - Fig. IV.22
).
Les amplitudes et les phases de mobilite´ mesure´es sont montre´es dans les Fig. IV.23 a` IV.24. Le
re´sultat montre que lorsqu’on e´loigne l’acce´le´rome`tre, l’amplitude ne s’annule pas comple`tement. Pour-
tant, plus on est e´loigne´ de la force, plus la phase est rapidement diminue´e. Ce phe´nome`ne peut eˆtre
explique´ par la formule de la phase de la mobilite´ φV = ωt − kx − pi2 . Lorsque x augmente, la phase
diminue. Le sens physique de ce phe´nome`ne est que le temps de propagation d’onde a` un point plus
loin est plus grand. Cette explication est valable lorsque les vibrations dominantes du pneu sont des
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Figure IV.23. : Amplitudes de mobilite´ sur le contour, obtenues par une force situe´e au sommet de
la bande de roulement
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Figure IV.24. : Phases de mobilite´ sur le contour, obtenues par une force situe´e au sommet de la
bande de roulement
modes de la bande de roulement. S’il existe de la superposition de modes plus complexes, l’expression
graphique de la phase est perturbe´e (voir la Fig. IV.24).
6.1.2. Mesures sur la section transversale
Dans ce cas, on trouve les meˆmes remarques que dans les mesures sur le contour du pneu. Aux
points plus e´loigne´s de la force, la phase varie plus rapidement. Ayant l’amplitude et la phase des
mobilite´s mesure´es, on peut de´terminer les formes des modes de la section en combinant ces mesures
avec celles dans le cas du pot vibrant colle´ sur le flanc. Les courbes de re´sultats sont pre´sente´es dans
les Figs. IV.25 et IV.26
Ici, on trouve que les mesures aux positions 1 et 5 ne sont pas identiques. Cela est duˆ a` la dissyme´trie
de la section et a` la distribution des e´quipements lors de la mesure.
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Figure IV.25. : Amplitudes de mobilite´ dans la section, obtenues par une force situe´e au sommet de
la bande de roulement
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Figure IV.26. : Phases de mobilite´ dans la section, obtenues par une force situe´e au sommet de la
bande de roulement
6.2. Pot vibrant colle´ sur le flanc
6.2.1. Mesures sur la bande de roulement
Normalement, la force applique´e sur le flanc ge´ne`re des modes de vibration dans la section et
e´galement des modes de torsion le long du pneu. C’est la raison pour laquelle les mobilite´s mesure´es
dans ce cas ont un ordre de grandeur plus faible que dans les autres cas (voir Fig. IV.27). Le phe´nome`ne
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de vitesse de diminution de phase est le meˆme que dans les mesures pre´ce´dentes. Pourtant, l’allure des
pics d’une courbe d’amplitude n’est pas re´gulie`re en raison de la superposition des modes (position 1-
Fig IV.27).
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Figure IV.27. : Amplitudes de mobilite´ sur le contour du pneu, obtenues par une force au flanc.
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Figure IV.28. : Phases de mobilite´ sur le contour du pneu, obtenues par une force au flanc
6.2.2. Mesures sur la section transversale
Ces re´sultats de mesure sont utilise´s en les combinant avec ceux dans le cas du pot vibrant au sommet
de la bande de roulement pour identifier les premie`res formes modales de la section transversale.
Dans cette chaˆıne de mesure, on peut bien voir la re´ciprocite´ en comparant la mobilite´ en position
2 (Fig. IV.29) avec celle en position 1 (Fig. IV.25).
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Figure IV.29. : Amplitudes des mobilite´s mesure´es dans la section transversale, obtenues par une
force au flanc
7. Identification sommaire des types de modes : bande de roulement et
section
Les FRFs mesure´es sur la bande de roulement nous donnent une figure des modes de vibration
ou` les ondes se propagent essentiellement sur le contour tandis que les mesures dans la section per-
mettent d’identifier les formes de la section ou` il y a la flexion transverse ou la torsion. Dans les
sections suivantes, on distingue les deux types de mesures pour de´terminer quelques premiers modes
qui correspondent aux fre´quences de re´sonance de´tecte´es par PULSE. La combinaison des modes de
la section transverse et de la bande de roulement n’est de´tecte´e qu’avec une campagne de mesure
comportant un grand nombre de points sur le pneu.
En se basant sur les amplitudes et sur les phases des mesures suivant le contour du pneu, on peut
en de´duire les formes modales de la bande de roulement. Un mode est essentiellement identifie´ par les
phases des re´ceptances. Comme on mesure des mobilite´s, les phases des re´ceptances sont de´duites par
la relation entre la mobilite´ et la re´ceptance dans le cas d’une sollicitation harmonique H(ω) = iωV (ω)
(voir le Tab. III.2). Si la phase de la re´ceptance balaie 0 (correspondant a` la valeur −pi2 de la mobilite´)
du point (i) au point (j), il existe un noeud entre ces deux points. A partir du nombre de noeuds sur
la bande de roulement, on peut en de´duire le mode associe´ de la bande ?.
Une autre technique d’identification est que l’on donne un coˆte´ positif conventionnel (a` l’inte´rieur ou
a` l’exte´rieur du pneu). A chaque point mesure´, on de´termine un point conventionnel dans la direction
radiale qui repre´sente le de´placement relatif par rapport au contour. La phase de´termine le signe positif
ou ne´gatif. Avec cette technique, on peut tracer les positions relatives entre les points. On remarque
que pour les mesures sur la bande de roulement, on utilise la syme´trie et on ne mesure que sur un
demi pneu. La syme´trie est aussi utilise´e pour tracer les courbes de modes. La position de la force est
toujours celle ou` le de´placement est maximal.
A la position d’application de la force, on suppose que la re´ceptance y atteint la valeur maximale
locale. Comme on a pre´sente´ dans le chapitre III (Section 2), a` la re´sonance, la phase de la re´ceptance
est −pi2 , on peut utiliser la phase de la re´ceptance pour de´finir la direction relative entre les points
(voir ?). Concre`tement, a` la re´sonance, on va tracer la courbe avec l’ordonne´e |H(ωr,x)|.sign(ϕH(x))
le long du contour du pneu ou de la section. L’allure de cette courbe nous donne le mode de vibration.
Le nume´ro du mode est de´termine´ dans deux cas :
– Suivant la bande de roulement, le nume´ro d’un mode est la moitie´ du nombre de points a` l’inter-
section entre cette courbe et la bande de roulement.
– Dans la section, le nume´ro d’un mode est le nombre de point a` l’intersection entre cette courbe
et le contour de la section (n’est pas inclus le point de fixation)
Dans les cas ou` les pics des courbes mesure´es ne sont pas suffisamment nets pour tous les modes, on
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Figure IV.30. : Phases des mobilite´s mesure´es dans la section transversale, obtenues par une force
au flanc
ne re´alisera d’identification que pour les pics bien pointus et distinguables.
7.1. Pneu sans pression interne
Les formes modales pour la bande de roulement sont pre´sente´es dans les Figs. IV.31 et IV.32. La
force est applique´e de l’exte´rieur vers l’inte´rieur, dans le plan a` l’angle 0◦. Le pneu non de´forme´ est
re´pre´sente´ par un cercle continu en rouge et sa de´forme´ est re´pre´sente´e par une courbe en traits bleus.
Ces figures montrent une bonne concordance entre deux cas de pot vibrant : sur la bande de roulement
et sur le flanc. Le mode 1 (ayant deux intersections avec la bande de roulement) n’apparaˆıt pas car
sa distribution dans la de´composition modale n’est pas suffisamment importante et ce mode ne´cessite
une certaine rigidite´ en flexion le long le contour.
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Figure IV.31. : Mode de vibration de la bande de roulement a` 82Hz
Les re´sultats des formes modales de la section sont montre´s dans les Figs. IV.34, IV.35, IV.36
et IV.37. Ils montrent qu’a` la re´sonance, il y a des combinaisons entre les modes de la section et
de la bande de roulement. A titre d’exemple, aux fre´quences 82 et 98Hz, le pneu a un seul mode
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Figure IV.32. : Mode de vibration de la bande de roulement a` 98Hz
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Figure IV.33. : Mode de vibration de la bande de roulement a` 114Hz
pour la section mais deux modes diffe´rents pour la bande de roulement. Il y a des modes qui ont les
meˆmes nombres de points d’intersection avec la section mais leurs ge´ome´tries sont diffe´rentes et on les
conside`re comme deux modes distingue´s.
7.2. Pneu avec pression interne
Les re´sultats des amortissements sont pre´sente´s dans le Tab. 7.2.
Tableau IV.4. : Formes modales de la bande de roulement associe´es aux fre´quences propres
Fre´quences [Hz] Formes modales Coefficients d’amortissement [%]
122 Mode 2 5
146 Mode 3 3.87
174 Mode 4 3.76
208 Mode 5 4.83
Les valeurs mesure´es sur la section transversale nous donnent une image des formes modales trans-
verses. Dans le cas ou` le pot vibrant excite une force sur le flanc, on peut voir le mode de translation
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Figure IV.34. : Mode de vibration de la section a` 32Hz
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Figure IV.35. : Mode de vibration de la section a` 82Hz
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Figure IV.36. : Mode de vibration de la section a` 98Hz
selon l’axe du pneu. Dans le cas ou` la force est applique´e au sommet de la bande de roulement, on voit
tous les modes de la bande de roulement. Les formes modales de la section dans ce cas sont toujours
les meˆmes.
Le principe d’identification de modes est identique a` celui utilise´ pour la bande de roulement. Le
sens positif est choisi a` l’inte´rieur de la section du pneu. Les phases sont augmente´es de 90◦ pour
de´terminer le signe des re´ceptances. A chaque fre´quence fixe´e, les amplitudes des re´ceptances sont
proportionnelles a` celles des mobilite´s. On peut donc utiliser ces dernie`res pour la repre´sentation des
points de la de´forme´e pour chaque mode.
Ici, les formes modales pour les fre´quences 122, 146, 174, 208Hz de la section transversale (Fig.
IV.39) confirment les formes modales de la bande de roulement (Fig. IV.38). En re´alite´, ces fre´quences
montrent les modes identifie´s, combine´s entre le mode de la section a` 100Hz et les modes de la bande
de roulement. Dans le cas ou` le pot vibrant est colle´ sur le flanc, on peut voir le mode de vibration
suivant l’axe du pneu (a` 52 Hz). Pourtant, avec les mesures ci-dessus, on ne peut pas de´tecter les
modes de torsion suivant le contour du pneu.
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Figure IV.37. : Mode de vibration de la section a` 116Hz
résonance
Mode 2, 122f Hz=
résonance
Mode 4, 174f Hz=
résonance
Mode 5, 208f Hz=
résonance
Mode 3, 146f Hz=
Figure IV.38. : Modes propres de la bande de roulement identifie´s par PULSE
8. Conclusion
Dans ce chapitre, on a mesure´ la re´ponse en fre´quence, essentiellement la mobilite´ du pneumatique.
Plusieurs mesures sont pre´sente´es et acquises dans les graphiques et les tableaux de donne´es pour
le post-traitement et pour la validation dans un chapitre suivant. La validation de la mesure assure
l’exactitude des dispositifs d’appareillages.
L’identification de quelques modes de base est re´alise´e. Les modes circulaires (flexion suivant le
contour) sont de´termine´s par les mesures sur la bande de roulement. Les mesures sur une section
transversale donnent un mode de base (translation suivant l’axe du pneu) a` 52Hz et les modes cor-
respondants a` ceux de la bande de roulement. Cela montre une cohe´rence entre les deux types de
mesure.
Cependant, il nous reste des proble`mes de cohe´rence dans les basses et hautes fre´quences. Un reme`de
possible est propose´. Il faut noter que la validation nume´rique dans le chapitre suivant doit tenir compte
des modes rigides dans le cas de vibration libre du pneumatique.
-96 -
8. Conclusion
Mesuresdans la section - pot au flanc
Mesures dans la section - pot à la bande de roulement
résonance
52f Hz=
résonance
100f Hz=
résonance
100f Hz=
{ }résonance 122,146,174f Hz=
{ }résonance 122,146,174,208,240,270f Hz=
Figure IV.39. : Modes propres de la section transversale identifie´s par PULSE
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Chapitre V.
Structures pe´riodiques
La the´orie de la vibration des structures pe´riodiques se base sur la propa-
gation d’ondes dans les cellules selon la direction de pe´riodicite´. L’iden-
tification des ondes de´pend de la matrice de transfert, qui est une fonc-
tion de la matrice de rigidite´ dynamique d’une cellule. En re´solvant le
proble`me des ondes, le calcul de la matrice de rigidite´ totale repose sur
les matrices de propagation. Deux exemples simples seront pre´sente´s.
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1. Ge´ne´ralite´s sur la vibration des structures
1.1. Proble`me dynamique dans un milieu continu
On conside`re un milieu continu comme un domaine Ω avec le contour ∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂Ωf (voir la Fig.
V.1). Le proble`me dynamique en petites transformations (line´arisation des de´formations) s’e´crit :
• Equations d’e´quilibre dynamique :
divxσ (x, t) + g (x, t) = ρu¨ (x, t) (x, t) ∈ Ω× [0, T ]
σ = C(ε) : ε
ε =
1
2
(∇u+∇tu) (V.1)
Pour re´soudre ce syste`me d’e´quations, il faut des conditions initiales et aux limites.
W
f¶W
U¶W
n
Figure V.1. : Proble`me dynamique dans un milieu continu
• Conditions initiales
u (x, 0) = u (x) x ∈ Ω
u˙ (x, 0) = u˙ (x) x ∈ Ω (V.2)
• Conditions aux limites
u(x, t) = u(x, t) (x, t) ∈ ∂Ωu × [0, T ]
σ(x, t).n = f(x, t) (x, t) ∈ ∂Ωf × [0, T ] (V.3)
Dans ces e´quations, on de´signe par les symboles ”u˙” et ”u¨” les de´rive´es de u en temps t au premier
et au second ordre. u est le vecteur de de´placement, σ, ε sont respectivement les tenseurs de contraintes
et de de´formations. C est le tenseur d’ordre 4 repre´sentant les proprie´te´s e´lastiques du milieu dont la
loi de comportement est connue. ρ est la densite´, g,f ,u sont la force volumique, la force exte´rieure et
le de´placement impose´. n est le vecteur normal a` la surface.
1.2. Vibrations dans les structures
1.2.1. Proble`me aux valeurs propres d’un syste`me continu
La vibration d’un syste`me continu est exprime´e par une repre´sentation harmonique du mouvement
ui(xj , t) = ui(xj) cosωt [52] dans un intervalle temporel [t1, t2]. Le proble`me d’e´quilibre line´aire dyna-
mique devient : {
DTσ + ω2ρ0u = 0 dans Ω
NTσ = 0 sur ∂Ω
(V.4)
avec les notations :
– les matrices colonnes
u = [u1 u2 u3]T
σ = [σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ13]T
ε = [ε11 ε22 ε33 γ12 γ23 γ13]T
(V.5)
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– l’ope´rateur de de´rivation
DT =
 ∂∂x1 0 0 ∂∂x2 0 ∂∂x30 ∂∂x2 0 ∂∂x1 ∂∂x3 0
0 0 ∂∂x3 0
∂
∂x2
∂
∂x1
 (V.6)
– la matrice associe´e des cosinus directeurs de la normale
NT =
n1 0 0 n2 0 n30 n2 0 n1 n3 0
0 0 n3 0 n2 n1
 (V.7)
Le syste`me d’e´quations homoge`nes (V.4) de´finit un proble`me aux valeurs propres de Sturm-Liouville,
dont les solutions sont note´es : {
u(1),u(2),u(3), . . .
0 6 ω21 6 ω22 6 ω23 6 . . .
(V.8)
et ve´rifient les e´quations : {
DTHDu(i) + ω2i ρ0u(i) = 0 dans Ω
NTHDu(i) = 0 sur ∂Ω
(V.9)
ou` H est la matrice des coefficients e´lastiques de Hooke telle que σ = Hε.
1.2.2. Orthogonalite´ des modes propres de vibration
Le travail virtuel des forces d’inertie et celui de la force e´lastique du mode r lors d’un de´placement
selon le mode s sont nuls. ∫
V0
ρ0uT(s)u(r)dV = δsr (V.10)∫
V0
(Du(s))
TH(Du(r))dV = δsrω
2
i (V.11)
ou` δ est le symbole de Kronecker. Les solutions analytiques du proble`me de vibration des structures
sont souvent obtenues par la me´thode de superposition modale ou par la transformation de Laplace
et le de´veloppement en se´rie d’ondes.
1.3. Propagation d’ondes dans les guides d’ondes
Dans un domaine e´lastique isotrope, la loi de comportement s’e´crit : σij = λkkδij + 2µij , dont les
coefficients λ et µ sont les constantes de Lame´ du mate´riau, lie´es au module d’Young et au coefficient
de Poisson par :
λ =
E
(1 + ν)(1− 2ν) , µ =
E
2(1 + ν)
(V.12)
Le proble`me dynamique dans ce milieu est exprime´ par l’e´quation de Navier [121] comme suit :
µ∇2ui(x, t) + (λ+ µ) ∂
∂xi
(∇  u(x, t)) + ρf(x, t) = ρu¨i(x, t) (V.13)
ou` ∇2 de´signe l’ope´rateur Laplacien ∇2 = ∂2
∂x21
+ ∂
2
∂x22
+ ∂
2
∂x23
et ”∇” est la notation de l’ope´rateur de
divergence ∇  u = ∂u1∂x1 + ∂u2∂x2 + ∂u3∂x3 et ρ est la densite´ du milieu.
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1.3.1. Ondes volumiques :
La solution ge´ne´rale du de´placement u de l’e´quation de Navier peut eˆtre exprime´e par deux potentiels
de Lame´ en utilisant la de´composition de Helmholtz [122, 121] :
u(x, t) = ∇ϕ(x, t)︸ ︷︷ ︸
onde de compression
+ ∇× ψ(x, t)︸ ︷︷ ︸
onde de cisaillement
(V.14)
En utilisant la de´composition de Helmholtz de la force f = ∇f +∇×B, les deux potentiels de Lame´
ve´rifient 2 e´quations de´couple´es :
c2p∇2ϕ−
∂2ϕ
∂t2
+ f = 0, cp =
√
λ+2µ
ρ (V.15)
c2s∇2ψ −
∂2ψ
∂t2
+B = 0, cs =
√
µ
ρ (V.16)
Cela montre deux me´canismes de propagation d’ondes a` deux vitesses finies dans le milieu :
• onde de compression (appele´e e´galement onde de dilatation ou onde irrotationnelle) associe´e au
mouvement des particules suivant la direction de propagation et a` la vitesse cp. Ces ondes sont dues
aux efforts de traction-compression paralle`les au mouvement (note´e par P).
• onde de cisaillement (appele´e aussi onde de distorsion ou onde e´quivolumique) associe´e au mou-
vement des particules qui s’effectue perpendiculairement a` la direction de propagation et a` la vitesse
cs. Ces ondes sont dues au glissement relatif entre les facettes perpendiculaires au mouvement. Com-
pose´es de deux parties SV et SH dans ce plan, elles se propagent plus lentement que les ondes de
compression.
Le rapport des deux constantes d’onde cp et cs ne de´pend que du coefficient de Poisson, cscp =√
1−2ν
2(1−ν) < 1. La solution de ce proble`me est souvent sous la forme exponentielle.
direction de mouvement
des particules
amplitude
direction de
propagation
direction de mouvement
des particules
amplitude
direction de
propagation
onde SH
onde SV
ONDE DE COMPRESSION ONDE DE CISAILLEMENT
Figure V.2. : Ondes de compression et ondes de cisaillement
1.3.2. Ondes planes :
Les ondes planes se propageant dans un milieu continu s’e´crivent avec un de´placement exprime´
par[122] :
u = Adf(n.r − ct) (V.17)
ou` d est le vecteur de polarisation, n-le vecteur normal, r-le vecteur de localisation du point conside´re´
(voir la Fig. V.3) et c-la vitesse de propagation.
1.3.3. Comportement viscoe´lastique. Ondes harmoniques
Dans un milieu viscoe´lastique, avec un mouvement harmonique, les de´formations s’expriment en
fonction de la fre´quence ω comme suit [121] :
eij = e∗ije
iωt (V.18)
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Figure V.3. : Ondes planes se propageant dans un milieu 3D
Le de´placement harmonique est sous la forme :
u = Ad ei(kn.r−ωt) (V.19)
ou` ω est la fre´quence, k est le nombre d’ondes, n et d sont respectivement les vecteurs unitaires de
propagation et de mouvement. Le nombre d’ondes k est de´termine´ par :
[G∗S(ω)k
2 − ρω2]d+ [G∗B(ω) +
1
3
G∗S(ω)]k
2(n.d)p = 0 (V.20)
dans cette formule, G∗S(ω) et G
∗
B(ω) sont les modules complexes au cisaillement et en compression.
Tableau V.1. : Valeurs du nombre d’ondes k dans les ondes longitudinales et transversales
Valeur Ondes longitudinales d = ±n Ondes transversales n.d = 0
k ω
[
ρ
G∗B(ω)+
4
3
G∗S(ω)
] 1
2
ω
[
ρ
G∗S(ω)
] 1
2
1.4. Application de la me´thode des e´le´ments finis pour les proble`mes de vibration des
guides d’ondes
La me´thode des e´le´ments finis (MEF) dans un guide d’ondes se base sur la me´thode des e´le´ments
finis classique. Dans la MEF classique, l’e´quation est sous la forme Ku + Cu˙ + Mu¨ = f . De cette
e´quation, il y a deux analyses par e´le´ments finis pour les guides d’ondes. Dans la me´thode des e´le´ments
finis spectraux (MEFS), Finnveden [54, 59] a de´duit l’e´quation discre´tise´e comme :[
i=N∑
i=1
kiKi − ω2M
]
U = 0 (V.21)
La matrice de rigidite´ est de´veloppe´e en plusieurs matrices correspondantes aux nombres d’ondes ki
repre´sentant la propagation d’ondes. Cependant, cette me´thode contient une difficulte´ par rapport a`
la MEF classique. La rigidite´ Ki est non standard et les formulations discre´tise´es sont de´termine´es
par les me´thodes normales comme les e´quations de Lagrange, le principe de Hamilton ou le principe
de travail virtuel. C’est la raison qui rend cette approche moins puissante que les autres.
La me´thode des e´le´ments finis de guides d’ondes (appele´e souvent en anglais : wave guide finite
elements (WFE)) est similaire a` la MEFS. Le comportement vibratoire est obtenu en appliquant la
transformation de Fourier ou de Laplace. Dans l’Eq. (V.19), le de´placement est donc exprime´ comme
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U = U∗eiωt. A partir d’ici, on note U∗ par U pour simplifier. En appliquant la description du
de´placement, l’e´quation discre´tise´e en fonction de la fre´quence ω s’e´crit donc dans une pe´riode :
(K + iωC− ω2M)q = f (V.22)
dont les matrices de rigidite´ et de masse sont obtenues comme dans la me´thode des e´le´ments finis
classique :
M =
∫
V
ρNTNdV (V.23)
K =
∫
V
BTHBdV (V.24)
ou` N est la matrice d’interpolation des de´placements et B est la matrice de gradient B = DN.
2. The´orie de la vibration des structures pe´riodiques unidimensionnelles
2.1. Analyses par e´le´ments finis des structures pe´riodiques
2.1.1. Dynamique des cellules
La structure est divise´e en un certain nombre de cellules avec l’index n (Fig. V.4). Chaque cellule est
maille´e avec un nombre e´gal de nœuds a` gauche et a` droite. L’e´quation dynamique discre´tise´e d’une
cellule obtenue par la me´thode des e´le´ments finis a` la fre´quence ω est donne´e comme :
(K + iωC− ω2M)q = f (V.25)
ou` K, M et C sont respectivement les matrices de rigidite´, de masse et d’amortissement, f est le
vecteur de chargement et q est le vecteur de degre´s de liberte´ de de´placement. En introduisant la
matrice de rigidite´ dynamique D˜ = K + iωC − ω2M, en de´composant en ddls aux bords a` gauche
(L) et a` droite (R), et ddls a` l’inte´rieur (I), en supposant qu’il n’existe pas de forces aux nœuds de
l’inte´rieur, l’Eq. (V.25) devient : D˜II D˜IL D˜IRD˜LI D˜LL D˜LR
D˜RI D˜RL D˜RR

 qIqL
qR
 =
 0fL
fR
 (V.26)
Les ddls a` l’inte´rieur peuvent eˆtre e´limine´s en utilisant le premier rang de l’Eq. (V.26) avec comme
re´sultat :
qI = −D˜−1II
(
D˜ILqL + D˜IRqR
)
(V.27)
Cela nous ame`ne a` :[
D˜LL − D˜LID˜−1II D˜IL D˜LR − D˜LID˜−1II D˜IR
D˜RL − D˜RID˜−1II D˜IL D˜RR − D˜RID˜−1II D˜IR
] [
qL
qR
]
=
[
fL
fR
]
(V.28)
On la re´e´crit sous la forme : [
DLL DLR
DRL DRR
] [
qL
qR
]
=
[
fL
fR
]
(V.29)
La nouvelle matrice dynamique est obtenue apre`s avoir e´limination des ddls a` l’inte´rieur. Par la
syme´trie des matrices de rigidite´, de masse et d’amortissement, on peut de´duire que tDLL = DLL,
tDRR = DRR et tDLR = DRL.
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Figure V.4. : Structure pe´riodique. Une cellule avec les vecteurs des forces, des de´placements a`
gauche et a` droite
2.1.2. Re´duction des matrices.
La matrice de rigidite´ dynamique introduite dans l’Eq. (V.29) est utilise´e pour un nombre limite´
de ddls. Dans le cas ou` le nombre de ddls est grand, il vaut mieux re´duire la base et les parame`tres
de de´placements dans la section. En introduisant des fonctions de base inde´pendantes Qi, 1 ≤ i ≤ Ns
dans la section transversale avec Ns ddls, les de´placements s’e´crivent
q =
i=Ns∑
i=1
riQi (V.30)
Si l’on ne retient que n fonctions (n < Ns), les de´placements sont approche´s par
q ∼=
i=n∑
i=1
riQi (V.31)
La qualite´ de l’approximation de´pend du choix de la base Qi et du nombre de fonctions de base
retenues n. On introduit la matrice
Q+ = [Q1, . . . ,Qn] (V.32)
La matrice de rigidite´ dynamique re´duite est de´finie par[
DrLL D
r
LR
DrRL D
r
RR
] [
rL
rR
]
=
[
gL
gR
]
(V.33)
avec les projections des matrices de rigidite´ dynamique sur la nouvelle base de´finie par
DrLL =
t Q+DLLQ+,
DrLR =
t Q+DLRQ+,
DrRL =
t Q+DRLQ+,
DrRR =
t Q+DRRQ+
(V.34)
et les forces re´duites sont donne´es par
gL =t Q+fL =t [gL1, · · · , gLn]
gR =t Q+fR =t [gR1, · · · , gRn] (V.35)
Le comportement de la cellule de´crit par l’Eq. (V.33) est similaire a` celui de l’Eq. (V.29). Par
conse´quent, la meˆme approche peut eˆtre utilise´e pour de´crire les ddls de la structure comme dans l’Eq.
(V.29) ou par une autre base re´duite repre´sente´e comme dans l’Eq. (V.33). Dore´navant, il n’existe pas
de distinction entre les 2 pre´sentations de la relation forces-de´placements.
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2.2. Ondes propage´es dans une cellule
2.2.1. Matrice de transfert
On conside`re les structures comme pre´sente´es dans la Fig. (V.4). Si il n’y a pas de forces applique´es
aux nœuds a` l’inte´rieur, la continuite´ des de´placements et l’e´quilibre des forces aux bords entre les
cellules n et n+ 1 donnent :
qn+1L = q
n
R
fn+1L = −fnR
(V.36)
La matrice de transfert relie les de´placements et les forces aux sections n et n+ 1 comme suit :
T
[
qnL
fnL
]
=
[
qnR
−fnR
]
=
[
qn+1L
fn+1L
]
(V.37)
En combinant les Eqs. (V.29),(V.36) et (V.37), la matrice de transfert est re´e´crite en fonction des
parties de la matrice de rigidite´ dynamique comme :
T =
[ −D−1LRDLL D−1LR
−DRL + DRRD−1LRDLL −DRRD−1LR
]
(V.38)
La propagation d’ondes libre dans la structure est exprime´e par le proble`me des valeurs propres et des
vecteurs propres
T
[
qL
fL
]
= λ
[
qL
fL
]
(V.39)
Le vecteur propre associe´ a` la valeur propre λi est indique´ par
Φi =
[
q (λi)
f (λi)
]
(V.40)
et est conside´re´ comme un vecteur d’ondes de base.
2.2.2. Proprie´te´s des vecteurs d’ondes
Le premier rang de l’Eq. (V.39) donne
(DLL + λDLR) qL = fL (V.41)
En combinant avec le second rang,(
DLL + DRR + λDLR +
1
λ
DRL
)
qL = 0 (V.42)
Le vecteur qL est donc la solution du proble`me quadratique des valeurs propres. La transpose´e de
l’Eq. (V.42) donne :
tqL
(
DLL + DRR + λDRL +
1
λ
DLR
)
= 0 (V.43)
ou` on a utilise´ la syme´trie de la matrice de rigidite´ dynamique. qL est e´galement le vecteur propre
a` droite associe´ a` la valeur propre λ et le vecteur propre a` gauche associe´ a` la valeur propre 1λ . Cela
montre que si λ est la valeur propre de l’Eq. (V.42), 1λ aussi. Cette de´monstration pre´sente un couple
d’ondes positive et ne´gative. Cela est vrai pour toutes les formes ou proprie´te´s de la cellule. Le vecteur
propre a` droite de l’Eq. (V.39) correspondant a` la valeur propre λi est donne´ par :
Φi =
[
q (λi)
(DLL + λiDLR) q (λi)
]
(V.44)
et le vecteur propre a` gauche associe´ a` λi s’e´crit :
Ψi =
[
tq
(
1
λi
)
(DRR + λiDLR) tq
(
1
λi
) ]
(V.45)
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L’orthogonalite´ des vecteurs propres donne :
TΦj = λjΦj
ΨiT = λiΨi
(V.46)
qui nous ame`ne a`
ΨiTΦj = λjΨiΦj = λiΨiΦj (V.47)
Cette quantite´ doit eˆtre e´gal a` 0 si λi 6= λj , donc
ΨiΦj = diδij (V.48)
ou` di est une constante quelconque. La normalisation des vecteurs propres peut amener a` di = 1, mais
on peut e´galement normaliser les vecteurs propres q(λi).
2.2.3. De´composition des ondes dans une cellule
A partir de l’Eq. (V.39), on peut distinguer 2n valeurs propres et 2n vecteurs propres en 2 ensembles
de´signe´s par (λi,Φ+i ) et (
1
λi
,Φ−i ), avec |λi| ≤ 1. Dans le cas ou` |λi| = 1, le premier ensemble ayant
Re
{
jωqHL fL
}
< 0 contient les ondes se propageant dans le sens positif tandis que les valeurs propres
inverses 1λi dans le second ensemble sont associe´es a` Re
{
jωqHL fL
}
> 0. Dans [48], Mead a montre´ que
les vecteurs propres positifs et ne´gatifs sont e´gaux q (λi) = q
(
1
λi
)
. Cela signifie que λi et T sont re´els.
Dans le cas ge´ne´ral, il n’y a pas de relation si simple.
On utilise ces ondes comme une base. Le vecteur d’e´tat a` gauche est donne´ par la somme des ondes
positives et ne´gatives d’amplitudes a+i et a
−
i respectivement.
xL =
[
qL
fL
]
=
i=n∑
i=1
(
a+i Φ
+
i + a
−
i Φ
−
i
)
(V.49)
De la meˆme fac¸on, le vecteur d’e´tat a` droite est donne´ par :
xR =
[
qR
−fR
]
=
i=n∑
i=1
(
b+i Φ
+
i + b
−
i Φ
−
i
)
(V.50)
Les relations entre les ondes entrantes et sortantes sont obtenues par xR = TxL. Comme les vecteurs
Φ+i et Φ
−
i sont les vecteurs propres de la matrice T, cette relation est re´e´crite :[
b+
a−
]
=
[
Λ 0
0 Λ
] [
a+
b−
]
(V.51)
ou` les vecteurs a+, a−, b+ et b− sont les vecteurs d’amplitude des ondes et la matrice diagonale
Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λn) contient les valeurs propres de module infe´rieur ou e´gal a` 1.
2.2.4. Calcul de la base re´duite
Quand le nombre des ddls dans la section transversale est grand, il vaut mieux utiliser la base
re´duite comme pre´sente´ dans la section 2.1.2. Une possibilite´ est de prendre les vecteurs q(λi) pour
une fre´quence spe´cifie´e. On utilise fmax pour de´terminer un nombre limite´ de vecteurs propres dont
le module des valeurs propres est proche de 1. Cela comprend toutes les composantes des ondes de
propagation, dont |λi| = 1, et aussi les ondes le moins rapidement atte´nue´es, |λi| < 1. Pour calculer
les valeurs propres et les vecteurs propres, il faut re´soudre le syste`me (V.37) ou (V.42). Pour un
grand nombre de ddls, on peut rencontrer des difficulte´s, car la matrice de transfert peut eˆtre mal
conditionne´e. Gry et Gontier [65] ou Zhong [66] ont de´fini le proble`me en fonction de la valeur propre(
λ+ 1λ
)
, car la matrice est symplectique. Cela signifie que l’on cherche les valeurs propres de T + T−1
au lieu de T. Le proble`me des valeurs propres dans l’Eq. (V.42) est reformule´ comme[
0 DRL
−DRL −DLL −DRR
] [
qL
q˜L
]
= λ
[
DRL 0
0 DLR
] [
qL
q˜L
]
(V.52)
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avec q˜L = λqL. Une autre possibilite´ s’e´crit sous la forme :[ −DLL −DRR −DLR
DLR 0
] [
qL
q˜L
]
=
1
λ
[
DRL 0
0 DLR
] [
qL
q˜L
]
(V.53)
La re´organisation de l’Eq. (V.52) et (V.53) donne :[
DRL 0
0 DLR
] [
qL
q˜L
]
=
1
λ+ 1λ
[ − (DLL + DRR) − (DLR −DRL)
(DLR −DRL) − (DLL + DRR)
] [
qL
q˜L
]
(V.54)
Le dernier syste`me a des valeurs propres doubles. En indiquant deux vecteurs propres associe´s a` une
meˆme valeur propre comme w1 et w2, un vecteur propre de l’Eq. (V.52) associe´ a` la valeur propre λ
est de´compose´ comme :
w = α1w1 + α2w2 (V.55)
En l’introduisant dans l’Eq. (V.52), on a[
λDRL −DRL
DRL DLL + DRR + λDLR
]
(α1w1 + α2w2) = 0 (V.56)
Le produit scalaire peut donner la relation entre α1 et α2 1 . On prend les vecteurs propres pour
la fre´quence fmax comme la base des vecteurs pour toutes les fre´quences. Par conse´quent, on peut
de´terminer la matrice Q+, de´finie dans l’Eq. (V.32), qui est donne´e par
Q+ = [q (λ1) , . . . , q (λn)] (V.57)
Seules les valeurs propres λi, 1 ≤ i ≤ n, dont les modules sont les plus proches de l’unite´ parmi Ns
valeurs propres de l’Eq. (V.39), sont calcule´es. Dans quelques cas, la base re´duite construite par les
vecteurs propres pour fmax n’est pas suffisante, on doit donc utiliser les matrices Q+j pour d’autres
fre´quences [f1, f2, . . .] .
2.3. Analyse de la structure comple`te
On examine une structure a` N cellules comme dans la Fig. V.5. L’objectif est de calculer la matrice
de rigidite´ dynamique de cette structure. Il faut de´terminer la relation entre les de´placements et les
forces de chaque coˆte´ de la structure.
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1
q
2
q
1N -
q
N
q
1N +
q
aaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaa
1
f
1N +
f1 2 1N - N
Figure V.5. : Structure a` N cellules
En utilisant l’orthogonalite´ mentionne´e dans l’Eq.(V.48) et les Eqs. (V.49) et (V.50), les amplitudes
des ondes peuvent eˆtre obtenues par les produits scalaires des vecteurs propres a` gauche et a` droite
d+i a
+
i = Ψ
+
i .xL, d
+
i b
+
i = Ψ
+
i .xR
d−i a
−
i = Ψ
−
i .xL, d
−
i b
−
i = Ψ
−
i .xR
(V.58)
ou` d±i sont les facteurs retenus par (V.48). La relation (V.51) devient[
Ψ+.xR
Ψ−.xL
]
=
[
Λ 0
0 Λ
] [
Ψ+.xL
Ψ−.xR
]
(V.59)
1Pour l’application, on va chercher les deux valeurs propres λ1 et λ2 =
1
λ1
associe´es aux vecteurs de type w1 et w2. On
remplace λ1 dans V.56 et on a la matrice U1 =
[
λ1DRL −DRL
DRL DLL +DRR + λ1DLR
]
. L’Eq. (V.52) donne U1w1 = 0,
cela ame`ne aux vecteurs w1 qui forment le noyau de la matrice U1
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ou` Ψ+ et Ψ− sont les matrices dont les lignes sont les vecteurs Ψ+i et Ψ
−
i respectivement.
En ge´ne´ralisant l’Eq. (V.59) pour le cas de N cellules,[
Ψ+.xN+1
Ψ−.x1
]
=
[
ΛN 0
0 ΛN
] [
Ψ+.x1
Ψ−.xN+1
]
(V.60)
ou` x1 et xN+1 sont les vecteurs comprenant les de´placements et les forces de la premie`re section
(nume´ro 1) et de la dernie`re section (nume´ro N + 1). Les matrices Φ+ et Φ− sont divise´es comme
suit :
Ψ+ =
[
tF− tQ−
]
, Ψ− =
[
tF+ tQ+
]
(V.61)
ou`
Q+ =
[
q (λ1) · · · q (λn)
]
Q− =
[
q
(
1
λ1
)
· · · q
(
1
λn
) ] (V.62)
et
tF+ =t Q+DRR + Λ−1tQ+DLR = −tQ+DLL −ΛtQ+DRL
tF− =t Q−DRR + ΛtQ−DLR = −tQ−DLL −Λ−1tQ−DRL (V.63)
La matrice F± relie les composants des forces et des de´placements des vecteurs propres a` gauche.
L’Eq. (V.60) est re´e´crite :[
tF− tQ−
ΛNtF+ ΛNtQ+
] [
qN+1
−fN+1
]
=
[
ΛNtF− ΛNtQ−
tF+ tQ+
] [
q1
f1
]
(V.64)
ou sous la forme[
ΛNtQ− tQ−
tQ+ ΛNtQ+
] [
f1
fN+1
]
=
[ −ΛNtF− tF−
−tF+ ΛNtF+
] [
q1
qN+1
]
(V.65)
En remplac¸ant F± dans l’Eq. (V.63), on a :[
ΛNtQ− tQ−
tQ+ ΛNtQ+
] [
f1
fN+1
]
=
[ −ΛNtQ− tQ−
−tQ+ ΛNtQ+
] [
DLLq1
DRRqN+1
]
+
[ −ΛN−1tQ− ΛtQ−
ΛtQ+ ΛN−1tQ+
] [
DRLq1
DLRqN+1
]
(V.66)
En multipliant par la matrice inverse a` gauche, on a :[
f1
fN+1
]
=
[
DLLq1
DRRqN+1
]
+
[
Q−N 0
I Q+N
]−1 [ Q−N−1 Q−1
Q+1 Q
+
N+1
] [
DRLq1
DLRqN+1
]
(V.67)
avec Q+i =
(
tQ+
)−1 ΛitQ+ et Q−i = (tQ−)−1 ΛitQ−
En se basant sur la syme´trie de la matrice de rigidite´ dynamique de la cellule et les matrices de
propagation de´finies par :
Pl = Q−Λ (Q−)
−1
Pr = Q+Λ (Q+)
−1 (V.68)
ou` Pr est la matrice des valeurs propres λi et des vecteurs propres q(λi), et Pl est la matrice des
valeurs propres λi et des vecteurs propres q( 1λi ), on obtient :[
f1
fN+1
]
= DT
[
q1
qN+1
]
(V.69)
ou` la matrice DT est la matrice de rigidite´ dynamique de la structure comple`te calcule´e par
DT =
[
DLL 0
0 DRR
]
+
[
DLR 0
0 DRL
] [
PN−1l Pr
Pl PN−1r
] [
PNl I
I PNr
]−1
(V.70)
Cette matrice est facilement calcule´e en connaissant les deux matrices de propagation Pl et Pr. Le
nombre de calculs ne´cessaire pour obtenir la matrice globale de la structure ne de´pend pas du nombre
de cellules.
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3. Transformation des matrices dans un repe`re spe´cifie´
3.1. Ge´ne´ralite´s sur l’application de la the´orie aux structures unidimensionnelles
La signification du mot ”unidimensionnel” n’est pas uniquement celui d’un axe pre´de´fini dans un
repe`re carte´sien. Dans plusieurs cas, la structure est pe´riodique dans un repe`re non carte´sien tandis que
les matrices de rigidite´ et de masse obtenues par ANSYS sont dans le repe`re carte´sien. Pour obtenir
des matrices identiques dans toutes les cellules e´le´mentaires, il faut appliquer une transformation des
coordonne´es dans le syste`me carte´sien vers celles dans le syste`me spe´cifie´ dans lequel la repre´sentation
des coordonne´es et des matrices satisfait les proprie´te´s de pe´riodicite´.
On se rappelle que les matrices e´le´mentaires (rigidite´, masse, ...) sont calcule´es en fonction de la
matrice des fonctions de forme N et de la matrice des de´rive´es des fonctions de forme B. Ces deux
matrices ne de´pendent pas seulement du type de fonction d’interpolation mais aussi de la position des
e´le´ments. A titre d’exemple, dans l’analyse matricielle par e´le´ments finis, les matrices e´le´mentaires de
rigidite´ et de masse peuvent s’e´crire sous la forme ge´ne´rale dans le repe`re carte´sien Oxyz comme suit :
Ke =
∫
V
BTHBdV (V.71)
Me =
∫
V
ρNTNdV (V.72)
ou` H est la matrice d’e´lasticite´ de Hooke, ρ est la densite´ des mate´riaux au point d’inte´gration.
Le processus de transformation a` partir des e´le´ments re´els aux e´le´ments re´fe´rentiels nous donne les
expressions de ces matrices :
Ke =
∫
Vr
BTr HBr det JdVr (V.73)
Me =
∫
Vr
ρNTr Nr det JdVr (V.74)
ou` J est le jacobien de la transformation, calcule´ par les de´rive´es de la transformation ge´ome´trique du
repe`re re´el a` celui de re´fe´rence. Ces expressions montrent que meˆme pour les e´le´ments identiques mais
avec des orientations diffe´rentes, leurs matrices J ne sont pas les meˆmes. Les matrices e´le´mentaires
sont donc diffe´rentes.
Element référentiel
Element 1
Element 2
1
J
2
J
Figure V.6. : Transformation ge´ome´trique d’un e´le´ment a` un repe`re re´fe´rentiel
Les conditions de pe´riodicite´ ne peuvent eˆtre exprime´es dans le repe`re carte´sien que lorsque les
de´placements des noeuds des deux sections d’une cellule sont identiques dans le cas de chargement
pe´riodique dans ce repe`re (1). En effet, dans le cas ou` les deux sections ne sont pas paralle`les (donc,
meˆme ge´ome´triquement, la pe´riodicite´ n’est pas satisfaite dans le repe`re carte´sien), on cherche une
transformation ge´ome´trique pour que les cellules transforme´es aient leurs sections identiques. En tout
cas, cette transformation peut eˆtre une combinaison des transformations de base. On remarque que la
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translation satisfait toujours la condition (1) 2. Il est ne´cessaire donc d’effectuer une transformation
ge´ome´trique bijective de la cellule de base a` une cellule de re´fe´rence ayant un maillage identique aux
deux sections a` gauche et a` droite. Apre`s avoir applique´ cette transformation, les matrices transforme´es
de rigidite´, de masse et d’amortissement doivent eˆtre identiques pour toutes les cellules.
Cellule
réelle
gauche
droite
gauche droite
application
bijective
Cellulede référence
translation
Structure totale
cell. (i)
cell. (i+1)
Figure V.7. : Algorithme de transformation ge´ome´trique d’une cellule
3.2. De´tails sur le cas de pe´riodicite´ selon un cercle
Pour assurer la pe´riodicite´ des cellules, il faut e´tablir une transformation pour obtenir les meˆmes
proprie´te´s ge´ome´triques de toutes les sections transversales. Une me´thode possible est de faire tourner
tous les noeuds pour qu’ils appartiennent a` la section de base. Les matrices des cellules seront donc
identiques dans le nouveau repe`re 3.
X
Y
Z
x
rot
x
rot
x
rot
z
x
z
q
Figure V.8. : Rotation d’un noeud a` la section de base
Dans la Fig. V.8, lorsqu’on tourne un noeud d’un angle θ, il faut uniquement multiplier les coor-
donne´es par la matrice de rotation pour obtenir les nouvelles coordonne´es. La matrice de rotation
autour de l’axe y s’e´crit comme :
R(θ) =
cos θ 0 − sin θ0 1 0
sin θ 0 cos θ
 (V.75)
Pour chaque point xi, il faut de´terminer l’angle θi correspondant a` ce point pour re´aliser la rotation.
Les coordonne´es nouvelles sont obtenues d’apre`s la relation :
xroti = R(θi)xi (V.76)
2Si xR = xL + t, ou` t est le vecteur de translation, → ∆xR = ∆xL → UR = UL
3Ce repe`re est purement mathe´matique, pas de sens ge´ome´trique
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L’e´quation discre´tise´e de la me´thode des e´le´ments finis dans le syste`me carte´sien s’e´crit :
FC = KC .UC (V.77)

R−11 (x1) f
P
1
R−12 (x2) f
P
2
...
R−1n (xn) fPn
 = KC

R−11 (x1) u
P
1
R−12 (x2) u
P
2
...
R−1n (xn) uPn
 (V.78)

fP1
fP2
...
fPn
 =

R1 (x1) 0 · · · 0
0 R2 (x2) · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · Rn (xn)
KC

R−11 (x1) 0 · · · 0
0 R−12 (x2) · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · R−1n (xn)


uP1
uP2
...
uPn

(V.79)
L’e´quation discre´tise´e dans le syste`me transforme´ s’e´crit FP = KP .UP , donc, on peut obtenir la
relation KP = T.KC .T−1 en posant :
T =

R1 (x1) 0 · · · 0
0 R2 (x2) · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · Rn (xn)
 (V.80)
Les autres matrices de la cellule s’e´crivent de la meˆmes fac¸on :
MP = T.MC .T−1 (V.81)
CP = T.CC .T−1 (V.82)
Remarque 3.1
1. Pour le repe`re cylindrique, et dans le cas de rotation autour de l’axe Oy, la matrice Ri(ui) devient
Ri(θi)- la matrice de rotation autour de l’axe Oy du syste`me, et θi est l’angle de rotation du
point i. Dans ce cas, la matrice T devient :
T =

R1 (θ1) 0 · · · 0
0 R2 (θ2) · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · Rn (θn)
 (V.83)
2. Apre`s avoir transforme´ les matrices dans le nouveau syste`me de coordonne´es, les e´quations du
mode`le sont exprime´es dans ce syste`me. La relation liant les vecteurs entre les deux syste`mes
est :
FP = T.FC (V.84)
UP = T.UC (V.85)
3. Les combinaisons, le produit, l’inverse des matrices conservent les proprie´te´s dans le nouveau
syste`me. Par conse´quent, les matrices de masse MP et de rigidite´ dynamique DP (apre`s avoir e´te´
transforme´es) posse`dent les meˆmes proprie´te´s que dans le syste`me carte´sien (syme´trie, positivite´,
...).

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3.3. Application aux structures pe´riodiques
Dans le chapitre pre´ce´dent, on a aborde´ l’application de la the´orie aux structures qui posse`dent des
parties pe´riodiques. Pour chaque partie pe´riodique k, on calcule la matrice de rigidite´ totale associe´e
D(k)tot(ω). Pour les parties non pe´riodiques, on prend le maillage normal. L’assemblage des matrices est
re´alise´ comme dans la me´thode des e´le´ments finis classique. Pourtant, comment peut-on calculer les
re´ponses aux noeuds qui ne participent pas dans les matrices D(k)tot(ω) ?
Connaissant les re´ponses a` la premie`re et a` la dernie`re sections de la partie pe´riodique (k), les
re´ponses aux autres sections sont calcule´es par la relation :
T(k)
[
qnL
fnL
](k)
=
[
qn+1L
fn+1L
](k)
(V.86)
ou` n est le nume´ro de la section ou` l’on veut calculer les re´ponses correspondantes. Les re´ponses
aux noeuds inte´rieurs de la cellule (m) dans la partie (k) sont calcule´es par :
q(m,k)I =
[
−D˜−1II
(
D˜ILqL + D˜IRqR
)](m,k)
(V.87)
A une fre´quence ω donne´e, on peut de´terminer la matrice de rigidite´ dynamique totale de la partie
(k) en connaissant celle de la cellule de base Dcell(ω), en se basant sur la me´thode de propagation
d’ondes entre les cellules. La matrice D(k)tot(ω) est calcule´e par la me´thode pre´sente´e dans le chapitre
pre´ce´dent. Avec cette me´thode, les calculs de valeurs propres et vecteurs propres sont re´alise´s avec la
matrice [
DLL 0
0 DRR
] [− (DLL + DRR) − (DLR −DRL)
(DLR −DRL) − (DLL + DRR)
]−1
Pourtant, le temps de calcul des valeurs propres pour cette matrice augmente rapidement avec d =
dim(DLL) (de l’ordre O(8.d3)). Cet algorithme est donc applique´ essentiellement pour les proble`mes
dont le nombre de noeuds d’une section n’est pas important.
Remarque 3.2
1. Cette me´thode exige des divisions en plusieurs parties pe´riodiques ou non pe´riodiques ou` les
charges sont applique´es. Elle est donc convenable dans les cas de chargement simple.
2. Dans le cas de chargement plus complique´, pour de´terminer la re´ponse en un point, on applique
une force unitaire ponctuelle au point examine´ et on calcule toutes les re´ponses aux endroits ou`
se pre´sentent les charges. Le principe de re´ciprocite´ et une somme alge´brique nous donnera la
re´ponse au point examine´ sous l’action des charges applique´es.
3.4. Me´thode d’e´limination des ddls n’ayant pas de charge. Matrice de rigidite´
e´quivalente
Cet algorithme est similaire a` celui pour l’e´limination des noeuds inte´rieurs dans le chapitre
pre´ce´dent. L’avantage de cette me´thode est que l’ordre de temps de calcul est O(d2. logN). En pra-
tique, dans le cas d’un grand nombre de cellules N , N peut eˆtre repre´sente´ par une somme de puissance
de 2 :
N =
∑
i
2pi avec p1 > p2 > · · · (V.88)
ou` pi est la position du ie chiffre 1 dans la repre´sentation binaire de N : N = [1010...01]2. La matrice
de rigidite´ dynamique totale de la partie pe´riodique est rapidement calcule´e (Fig.V.9). On suppose
que les deux matrices avoisinantes sont de la forme :
D(1) =
[
D(1)LL D
(1)
LR
D(1)RL D
(1)
RR
]
; D(2) =
[
D(2)LL D
(2)
LR
D(2)RL D
(2)
RR
]
(V.89)
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1)(pD 2
)(p
D ...
12 cellulespé ùê úë û
22 cellulespé ùê úë û
Figure V.9. : Algorithme d’e´limination de ddls d’une partie pe´riodique de N cellules
Les calculs matriciels similaires a` la me´thode d’e´limination des ddls inte´rieurs nous donnent la matrice
e´quivalente de ces deux matrices.
Deq =
[
DeqLL D
eq
LR
DeqRL D
eq
RR
]
=
[
D(1)LL −D(1)LRD∗D(1)RL −D(1)LRD∗D(2)LR
−D(2)LRD∗D(1)RL D(2)RR −D(1)RLD∗D(2)LR
]
(V.90)
ou` D∗ = [D(1)RR + D
(2)
LL]
−1.
Ayant la matrice de rigidite´ dynamique d’une cellule, on pourra calculer des matrices de rigidite´
e´quivalentes de 2, 4, ..., 2nb−1 cellules (nb est la longueur de la repre´sentation binaire de N). En se
basant sur la repre´sentation binaire de N , on pourra savoir quelles matrices e´quivalentes pre´sente´es
dans la de´composition de la matrice D. Un autre processus d’e´limination des ddls donnera la matrice
e´quivalente totale.
Remarque 3.3
1. Les algorithmes pour calculer les fonctions de re´ponse aux autres noeuds sont similaires a` ceux
de la me´thode pre´ce´dente. Cette me´thode est applique´e et compare´e dans les prochaines sections
avec les re´sultats obtenus par ANSYS et avec la me´thode pe´riodique.
2. Quant au couˆt de calcul, pour la me´thode de propagation d’ondes, il est de l’ordre O(d3) a`
cause d’un proble`me des valeurs propres et des vecteurs propres tandis que pour la me´thode des
matrices e´quivalentes, on n’utilise que des inversions des matrices. Le couˆt de calcul est donc de
l’ordre O(d2) (par exemple pour l’algorithme d’inversion apre`s avoir utilise´ la transformation en
forme de Hessenberg)
3.5. Exploitation de matrices e´le´mentaires dans ANSYS
Au cours du calcul d’un proble`me concret dans ANSYS, des fichiers binaires sont ge´ne´re´s. Ces fichiers
sont utilise´s pour stocker des donne´es temporaires ou pour le post-traitement. Lorsqu’on obtient ces
fichiers, on peut acce´der aux informations du mode`le comme les coordonne´es, la nume´rotation des
noeuds, des e´le´ments et e´galement des ddls. Les matrices de rigidite´, de masse, d’amortissement et
aussi de rigidite´ additionnelle des e´le´ments sont stocke´es dans le fichier .EMAT. On peut donc les
saisir pour les introduire dans un code de programmation pour un post-traitement.
L’avantage de cette exploitation est qu’on peut profiter de la librairie des e´le´ments pre´de´finis dans
ANSYS. Des types d’e´le´ments convenables sont introduits dans ANSYS avec le maillage, les matrices
sont calcule´es avec la ge´ome´trie et les mate´riaux importe´s. Cela e´vite la difficulte´ de ge´ne´rer le maillage
et les matrices e´le´mentaires. Avec un proble`me dynamique, on n’a besoin que des trois matrices de
rigidite´, de masse et d’amortissement pour de´terminer les de´placements.
L’inconve´nient de cette me´thode est qu’on ne peut pas calculer les de´formations ainsi que les
contraintes faute de matrices d’e´lasticite´ dynamique H, des ope´rations diffe´rentielles B et des fonc-
tions de forme N. Pourtant, les e´nergies peuvent eˆtre calcule´es via les de´placements et les matrices
obtenues.
Pour ge´ne´rer le fichier .EMAT, il suffit d’e´crire la commande EMATWRITE,YES avant d’exe´cuter
une analyse dans ANSYS. Les matrices de rigidite´ additionnelle sont calcule´es en utilisant l’op-
tion PSTRES,ON (pour l’analyse statique line´aire) ou SSTIF,ON (pour l’analyse statique non-
line´aire avec petites perturbation) ou NLGEOM,ON (pour l’analyse statique non line´aire avec grandes
de´formations). La commande DUMP nous permet de ge´ne´rer les fichiers de donne´es en format texte
a` partir de ce fichier binaire. La pre´sence des matrices de rigidite´, de masse, d’amortissement et de
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rigidite´ additionnelle est note´e dans les parame`tres kygst, kygm, kycd, kygss de l’enregistrement 2.
Il faut bien ve´rifier cette pre´sence pour s’assurer que le pointeur lit exactement la matrice e´le´mentaire
dont on a besoin.
Lorsqu’on aura saisi toutes ces donne´es, on pourra renume´roter ou classifier des noeuds, des ddls
pour calculer les matrices DLL,DRR, · · · . Une bonne nume´rotation des noeuds et des ddls nous permet
de maˆıtriser les informations ge´ome´triques du mode`le.
4. Application a` une poutre sollicite´e par une force ponctuelle
Dans cette section sont pre´sente´es quelques applications de la the´orie de la me´thode des e´le´ments
finis pour les structures pe´riodiques. La validation de cette the´orie est re´alise´e dans les cas de structures
simples et d’une charge ponctuelle. La me´thode se base sur l’hypothe`se de non-pre´sence de force sur
les noeuds inte´rieurs et de l’e´quilibre des forces entre les cellules fnR = −fn+1L . C’est la raison pour
laquelle la division des cellules de´pend de la position de la charge. Au noeud charge´, la force de la
cellule perd sa re´ciprocite´ donc on doit ve´rifier l’e´quilibre a` la section ayant ce noeud.
4.1. Matrice de rigidite´ dynamique
La poutre de longueur L encastre´e a` gauche et libre a` droite est sollicite´e par une force concentre´e
F a` 23L. Elle est divise´e en N cellules de longueur l, donc L = Nl et en 2 re´gions L1 = N1l et L2 = N2l
par la force F . Ce proble`me est unidimensionnel et chaque noeud a 2 degre´s de liberte´. Alors, chaque
e´le´ment de 4 degre´s de liberte´ est repre´sente´ sur la Fig. V.10. Les matrices de rigidite´ et de masse d’un
e´le´ment sont analytiquement donne´es par Petyt [69].
Ke =
EI
l3

12 6l −12 6l
6l 4l2 −6l 2l2
−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2
 ; Me = ρSl420

156 22l 54 −13l
22l 4l2 13l −3l2
54 13l 156 −22l
−13l −3l2 −22l 4l2
 (V.91)
ou` E est le module d’Young, ρ est la densite´ du mate´riau, I le moment d’inertie et S l’aire de la
section transversale. L’hypothe`se d’amortissement par hyste´re´sis est utilise´e ; cela donne la matrice
d’amortissement Ce = ηKe. Ce re´sultat donne la matrice de rigidite´ dynamique De = Ke+iCe−ω2Me
dans laquelle le module d’Young complexe E˜ = (1 + iη)E est connu.
Tableau V.2. : Unite´s des grandeurs
De´placement [u] Rigidite´ [EI] Force [F ] Moment [M ]
L
ML3
T 2
ML
T 2
ML2
T 2
Il est plus commode de travailler avec des grandeurs adimensionnelles. Il est raisonnable de nor-
maliser les quantite´s en divisant les de´placements par l, les forces et les moments par E˜I
l2
et E˜Il
respectivement (voir le Tab. V.2). La matrice de rigidite´ dynamique est donc :
De =

12− 156420(kl)2 6− 22420(kl)2 −12− 54420(kl)2 6 + 13420(kl)2
6− 22420(kl)2 4− 4420(kl)2 −6− 13420(kl)2 2 + 3420(kl)2
−12− 54420(kl)2 −6− 13420(kl)2 12− 156420(kl)2 −6 + 22420(kl)2
6 + 13420(kl)
2 2 + 3420(kl)
2 −6 + 22420(kl)2 4− 4420(kl)2
 (V.92)
ou` k =
√
ρSl2ω2/E˜I est le nombre d’ondes.
4.2. Solution analytique
Dans [16], les formes modales norme´es d’une poutre encastre´e-articule´e sont exprime´es par :
Xn(x) =
1√
l
(
sinh ξ(βl)n
sinh(βl)n
− sin ξ(βl)n
sin(βl)n
)
(V.93)
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M1 M2F1 F2
n1 n2
q1 l q2
2/3L
l
element sizeF
L=Nl
(a)
(b)
Figure V.10. : Exemple de poutre : (a)poutre encastre´e-simplement supporte´e de longueur L solli-
cite´e par une force F a` 2/3L ; (b) e´le´ment de la poutre
ou`
• βl satisfait : tanβl = tanhβl
• 1− ξ est la coordonne´e locale du point examine´ x = (1− ξ)l
• Fre´quences propres : fn = 2pi (βl)
2
n
l2
√
EI
ρA . E, I, ρ, A sont respectivement le module d’Young, le moment
d’inertie, la densite´ et l’aire de la section de la poutre.
La solution analytique en fonction de la fre´quence de la poutre sous une charge ponctuelle unitaire au
point xk s’e´crit :
u(x, ω) =
∞∑
n=1
Xn(x)Xn(xk)
ρA
1
ω2n − ω2 + 2iζωωn
(V.94)
Dans notre cas, on calcule la mobilite´
v(x =
2
3
l, ω) = iω.u(x =
2
3
l, ω) =
∞∑
n=1
Xn(ξ = 13)Xn(ξk =
1
3)
ρA
iω
ω2n − ω2 + 2iζωωn
(V.95)
.
4.3. Solution pe´riodique
La re´ponse en fre´quence est calcule´e pour l’excitation F a` la position 2/3L. Les forces et les
de´placements des deux parties de la poutre a` gauche et a` droite sont note´s respectivement par les
indices 1 et 2. Les e´quations dynamiques discre´tise´es pour ces deux parties sont donc :[
f1L
f1R
]
= D1
[
q1L
q1R
]
, (V.96)
[
f2L
f2R
]
= D2
[
q2L
q2R
]
, (V.97)
ou` les matrices D1 et D2 sont donne´es par l’Eq. (V.70) avec les matrices de propagation d’ondes
calcule´es par l’Eq. (V.68). Les conditions aux limites, de continuation au point de division et les
e´quations d’e´quilibre des forces a` gauche et a` droite des deux parties sont de´termine´es par :
q1L = 0,
q1R = q
2
L,
f1R + f
2
L +
[−F
0
]
= 0,
M2R = 0,
v2R = 0.
(V.98)
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En assemblant les deux matrices D1 et D2 et en e´liminant les degre´s de liberte´ fixe´s, la matrice
de rigidite´ dynamique de la structure totale est de´termine´e. Les de´placements et les rotations sont
calcule´s par l’e´quation : F0
0
 = Dtot
v2Lθ2L
θ2R
 , (V.99)
ou` Dtot est la matrice totale de rigidite´ dynamique de la poutre. Dans cette application, la poutre
est divise´e en 1000 cellules. Elle est en acier avec E = 2 · 1011 Pa, ρ = 7850kg/m3. Les proprie´te´s
ge´ome´triques sont b = h = 0.001m, L = 1m. L’amortissement modal constant est pris avec η = 2ζ =
0.01.
4.4. Solution avec la me´thode de matrice e´quivalente
La repre´sentation binaire de 1000 est [1111101000]2. Ayant la matrice de rigidite´ dynamique d’une
cellule calcule´e dans la section 4.1, on calculera les matrices e´quivalentes de 8,32,64,128,256,512 cellules
(note´es D8,D32,D64,D128,D256,D512). La matrice e´quivalente totale est obtenue par un processus
d’e´limination des ddls communs de ces matrices. Les re´sultats obtenus pour les solutions pe´riodiques,
de matrice e´quivalente et analytiques sont pre´sente´s dans la Fig. V.11. On constate une tre`s bonne
concordance entre les re´sultats.
100 101 102
10−2
10−1
100
101
102
103
Fréquence [Hz]
M
o
du
le
 d
e 
la
 m
ob
il
it
é 
[m
/s
.N
]
1000 elements
 
 
Analytique
Guide d’ondes
Matrice équivalente
Figure V.11. : Comparaison de la solution pe´riodique, de la solution de matrice e´quivalente dans le
cas de 1000 cellules et de la solution analytique
5. Conclusion
Une me´thode de type e´le´ments finis pour les calculs de vibration des guides d’ondes et des structures
pe´riodiques est pre´sente´e. Le point cle´ de cette me´thode est que la ge´ome´trie et la matrice de rigidite´
dynamique de la cellule sont obtenues par un logiciel e´le´ments finis standard comme ANSYS ou
ABAQUS avec lequel on peut mailler et calculer les matrices de rigidite´, d’amortissement et de masse.
On analyse les ondes propage´es a` travers les cellules et les constantes de propagation et les vecteurs
d’ondes sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice de transfert. Le
principe est que les vecteurs d’e´tat sont de´compose´s dans cette base d’ondes. Or, le comportement
vibratoire d’une structure de N cellules peut eˆtre exprime´ en fonction des amplitudes d’ondes par une
somme alge´brique des matrices de rigidite´ dynamique. Simplement, une expression stable et explicite
est pre´sente´e pour la matrice totale de la structure.
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En comparant cette me´thode avec celle des e´le´ments finis standard, le couˆt de calcul par la me´thode
de guide d’ondes est re´duit graˆce a` un nombre beaucoup plus faible de ddls, qui sont obtenus unique-
ment avec le maillage d’une cellule au lieu de celui de la structure totale. Un autre avantage de cette
me´thode par rapport a` une me´thode d’e´le´ments finis standard est que cette dernie`re ne profite pas de
la pe´riodicite´ tandis que cette me´thode le permet pour les analyses harmoniques. L’exploitation des
matrices de rigidite´ et de masse a` partir d’ANSYS permet de mode´liser des structures plus complexes
que celles pre´sente´es dans les exemples.
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Chapitre VI.
Mode`le nume´rique pe´riodique pour le pneumatique
On utilise la transformation du repe`re cylindrique en repe`re carte´sien
pour avoir la pe´riodicite´ des matrices. La the´orie dans le chapitre sur les
structures pe´riodiques est applique´e dans un premier temps dans le cas
d’un pneu homoge`ne pour valider l’algorithme. Le mode`le avec la section
et les mate´riaux re´els est de´veloppe´ a` la suite. Les e´tudes parame´triques
sont re´alise´es pour obtenir la de´pendance des mobilite´s en fonction des
proprie´te´s me´caniques des mate´riaux et de la pression interne.
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1. Pneumatique de section homoge`ne
1.1. Description du mode`le
Dans tous les mode`les mentionne´s, on a suppose´ une simplification de la ge´ome´trie du pneumatique
et sa courbure a e´te´ ne´glige´e, ce qui influence la qualite´ du re´sultat. En effet, les structures droites se
sont montre´es moins rigides que la structure comple`te, de ce fait le premier pic de re´sonance est apparu
a` une fre´quence plus basse. Ce sont essentiellement la courbure et la forme ge´ome´trique avec les parois
late´rales qui rendent la structure plus rigide. Le pneumatique est conside´re´ comme une structure avec
une syme´trie de rotation. En ge´ne´ral, la section du pneumatique est compose´e de plusieurs mate´riaux
et avec une ge´ome´trie complexe. La premie`re mode´lisation est utilise´e dans le cas d’un pneumatique
homoge`ne ayant des proprie´te´s donne´es, on prend donc les valeurs moyennes de ces proprie´te´s.
Figure VI.1. : Mode`le du pneumatique et une cellule e´le´mentaire
1.1.1. Proprie´te´s des mate´riaux homoge`nes et de la ge´ome´trie
Les proprie´te´s ge´ome´triques et les mate´riaux sont complexes. La section transversale du pneumatique
se compose de plusieurs parties dont les mate´riaux constitutifs sont diffe´rents. Les rainures sont en
ge´ne´ral trape´zo¨ıdales et les distances entre elles sont variables et de´pendent du type de pneu. Les
tringles sont en acier compose´es par 7 fils suppose´s isotropes. Les couches de nylon et les grilles
d’aciers distribue´es a` l’inte´rieur de la gomme sont conside´re´es comme des mate´riaux orthotropes dont
les proprie´te´s me´caniques sont diffe´rentes dans deux directions transversale et circonfe´rentielle. Pour
la gomme, elle est prise comme un caoutchouc isotrope. Ces proprie´te´s vont eˆtre de´termine´es dans la
partie expe´rimentale.
Dans l’analyse de la section homoge`ne, un seul mate´riau est pris comme isotrope et la ge´ome´trie
est plus simple que celle dans le cas de section re´elle. Ces valeurs sont donne´es dans le Tab VI.1([2])
ou` R est le rayon exte´rieur du pneumatique, r, le rayon de la jante, E, ν, ρ, η sont respectivement le
module e´lastique, le coefficient de Poisson, la densite´ et le facteur de perte du mate´riau homoge´ne´ise´
du pneu.
Tableau VI.1. : Proprie´te´s physiques et ge´ome´triques du pneumatique
Parame`tres R r E ν ρ η
Valeurs(SI) 0.275 0.168 8.E7 0.42 1200 0.1
Les noeuds au niveau de la jante sont fixe´s. On examinera essentiellement les mobilite´s radiale et
tangentielle ponctuelles du sommet du pneumatique. L’angle entre les deux sections a` gauche et a`
droite est de 8◦. La mode´lisation du pneu total dans le code d’e´le´ments finis ANSYS doit assurer le
fait que l’angle des e´le´ments divise´s sur le contour est identique dans la cellule pour bien comparer les
re´sultats (voir l’effet de la taille d’e´le´ments sur la re´ponse).
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1.1.2. Analyse matricielle du mode`le
Dans ce proble`me, on examinera les fonctions de re´ponse en fre´quence d’un pneu de mate´riau ho-
moge`ne, soumis a` l’action d’une force unitaire applique´e au milieu de la bande de roulement. Apre`s
avoir e´limine´ les degre´s de liberte´ fixe´s et calcule´ la matrice de rigidite´ dynamique totale du pneuma-
tique, on e´crit l’e´quation dynamique comme :[
f1
fN+1
]
=
[
DT11 D
T
12
DT21 D
T
22
] [
q1
qN+1
]
(VI.1)
En tenant compte de la pe´riodicite´ sur le contour du pneumatique, on transforme les matrices de
rigidite´ et de masse a` la section 1. Les conditions de continuite´ et d’e´quilibre impliquent (Fig VI.2) :
cellule élémentaire
z
x
1N
i
F
O
F
q
1 
,   f
1
q
N+1
,  f
N+1
Figure VI.2. : Processus de mode´lisation pe´riodique
{
q1 = qN+1 = q
f1 + fN+1 + F = 0
(VI.2)
Des Eqs. (VI.1) et (VI.2), on obtient :
−F = f1 + fN+1 = DT11q1 + DT12qN+1 + DT21q1 + DT22qN+1 = (DT11 + DT12 + DT21 + DT22)q (VI.3)
En notant DT11 + D
T
12 + D
T
21 + D
T
22 = Dtot, on obtient l’e´quation dynamique :
Dtotq = −F (VI.4)
1.2. Re´sultats nume´riques et comparaisons
La solution pe´riodique dans ce cas est obtenue en se basant sur la pe´riodicite´ du contour du pneu-
matique. Les de´marches sont les meˆmes que dans les mode`les pre´ce´dents. Pourtant, il faut remarquer
que la solution pe´riodique est applicable lorsque la matrice de rigidite´ dynamique des cellules posse`de
une meˆme valeur. En plus, les matrices de rigidite´ et de masse d’une cellule sont calcule´es dans les
coordonne´es carte´siennes. La transformation des ddls de la cellule en coordonne´es cylindriques est
ne´cessaire. Cela nous permet d’obtenir des cellules de meˆme valeur de rigidite´ dynamique.
En appliquant la the´orie aborde´e dans le chapitre pre´ce´dent, les ddls sont transforme´s en coordonne´es
cylindriques par les rotations des angles θi associe´s aux noeuds i. La matrice de rotation pour un angle
θi est comme suit :
Ri =
 cos θi 0 sin θi0 1 0
− sin θi 0 cos θi
 (VI.5)
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1.2.1. Validation de re´sultats avec ANSYS
On a effectue´ une mode´lisation du pneu total avec la ge´ome´trie simple et un mate´riau isotrope.
Une analyse harmonique est re´alise´e par ANSYS avec les donne´es introduites. Les mobilite´s radiales
et tangentielles sont calcule´es dans ANSYS et avec MATLAB.
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Figure VI.3. : Comparaison du calcul fait par ANSYS avec solution pe´riodique et la solution par la
technique d’e´limination des ddls d’un point au sommet de la bande de roulement
1.2.2. Effet de la taille des e´le´ments
Vu que le comportement vibratoire des solides de´pend essentiellement du nombre d’ondes ou de
la longueur d’onde, les dimensions des e´le´ments maille´s ont une influence sur la re´ponse. Lorsque la
fre´quence est basse, le pneu se comporte comme un solide rigide (f < 100Hz) et ces influences peuvent
eˆtre ne´glige´es. Dans la bande de fre´quence de poutre ou d’anneau (100-400Hz), la tension et la flexion
dominent, les re´ponses varient en amplitude tandis que la valeur moyenne reste encore stable. Au-
dessus de la fre´quence d’anneau, il se produit la torsion avec des ondes transverses car la longueur
d’onde est comparable a` la largeur du pneu. Les modes et donc les re´ponses sont conside´rablement
diffe´rentes pour les hautes fre´quences.
10
1
10
2
10
3
10
-3
10
-2
Fréquence [Hz]
M
o
b
il
it
é
 r
a
d
ia
le
 [
m
.s
-
1
.N
-
1
]
Cell. 2°
Cell. 8°
Cell. 8°
10
1
10
2
10
3
10
-4
10
-3
10
-2
Fréquence [Hz]
M
o
b
il
it
é
 t
a
n
g
e
n
ti
e
ll
e
 [
m
.s
-
1
.N
-
1
] Cell. 2°
Cell. 4°
Cell. 8°
a)Mobilite´ radiale ponctuelle b) Mobilite´ tangentielle ponctuelle
Figure VI.4. : Comparaison des solutions obtenues par MATLAB dans les cas de cellules de 2◦, 4◦, 8◦
avec un point au sommet de la bande de roulement
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2. Pneumatique de section re´elle
2.1. Ge´ome´trie et proprie´te´s des mate´riaux
La section transversale du pneumatique et la distribution de mate´riaux sont pre´sente´es sur la Fig.
VI.5. On remarque que l’on peut faire varier l’angle de la cellule e´le´mentaire pour obtenir la pre´cision
voulue. Le facteur le plus important de la mode´lisation est le nombre de noeuds dans une section du
pneu. Le pneumatique est conside´re´ comme un solide de re´volution. Les conditions aux limites sont
applique´es dans la zone de contact avec la jante (Fig. VI.5).
Caoutchouc
Bandede roulement
Tringles
Figure VI.5. : Ge´ome´trie et distribution de mate´riaux dans la section du pneumatique mode´lise´
2.1.1. Validation de modes propres identifie´s par le mode`le nume´rique
Cette validation nume´rique est effectue´e a` travers le logiciel d’e´le´ments finis ANSYS. Comme les
fre´quences de re´sonance sont suffisamment e´leve´es, les proprie´te´s dynamiques des mate´riaux sont prises
en compte dans la mode´lisation. Les modes sont repre´sente´s sur des graphiques pour analyser la forme
de vibration. Une section re´elle est introduite dans ANSYS. Le pneumatique est conside´re´ comme un
solide de re´volution a` partir de la section de base pre´e´tablie. Les proprie´te´s sont imple´mente´es dans
la bande de roulement et dans la partie en caoutchouc (Tab. VI.2). Les conditions aux limites sont
applique´es au niveau de la jante. Dans la simulation, on fixe tous les noeuds correspondant a` ce niveau.
Tableau VI.2. : Proprie´te´s me´caniques introduites dans ANSYS
Bande de roulement Caoutchouc
Ex [MPa] Ey [MPa] Ez [MPa] νxy νyz νxz Ec [MPa] νc
663 24 20 0.4 0.2 0.2 21 0.49
Figure VI.6. : Mode´lisation avec la syme´trie cyclique d’une cellule et du pneu total
En cas d’analyse modale, on peut utiliser l’option de syme´trie cyclique dans ANSYS pour re´duire
le temps de calcul. Les re´sultats sont pre´sente´s en groupes d’index harmoniques (pas dans l’ordre
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croissant). La pression interne (2 bars, mesure´e par une pompe) est introduite comme une e´tape de
chargement et l’analyse modale est re´alise´e avec la condition initiale pre´contrainte.
2.1.2. Re´sultat et discussions
Le re´sultat de l’analyse modale du pneumatique avec ANSYS est repre´sente´ sur la Fig. VI.7. Dans
cette se´rie de re´sultats se pre´sentent les modes de la bande de roulement et le premier mode de
glissement selon l’axe du pneu. Ces valeurs de fre´quences propres montrent une assez bonne cohe´rence
avec la mesure, car dans le mode`le, on ne´glige les rainures transverses du pneu.
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Figure VI.7. : Re´sultats des modes propres du pneu gonfle´ mode´lise´ dans ANSYS
Retournons a` l’identification des modes avec PULSE, on trouve bien que le premier mode de la
section transverse correspond au mode de glissement du pneu selon l’axe du pneu. La fre´quence 100Hz
de´tecte´e est associe´e au mode 1 qui est difficile a` de´terminer avec les se´ries de mesures effectue´es. Le
Tab. VI.3 montre la comparaison des modes propres de la bande de roulement mesure´s et calcule´s
avec ANSYS dans deux cas : sans pression et avec pression interne.
Tableau VI.3. : Comparaison des modes propres identifie´s avec PULSE et calcule´s avec ANSYS
Sans pression interne Avec pression interne
Mode bande Mesure [Hz] ANSYS [Hz] Mode bande Mesure [Hz] ANSYS [Hz]
1 * 75 1 * 98.4
2 82 83.5 2 122 117
3 98 95.4 3 146 141
4 114 113 4 174 172
5 * 132 5 208 205
2.2. Cas sans pre´contrainte
C’est le cas le plus simple de charge car on ne tient pas compte de l’influence de la charge statique
dans l’analyse dynamique. Les matrices d’une cellule sont donc les meˆmes que celles appartenant a`
la structure totale. La me´thode de re´solution du proble`me est la meˆme que celle dans le cas de la
section homoge`ne. La diffe´rence principale entre ce cas et le cas mentionne´ est le traitement de la
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ge´ome´trie, de la distribution des mate´riaux he´te´roge`nes et de l’exploitation des conditions aux limites
plus complique´es. Dans la mode´lisation de la cellule avec ANSYS, seulement les noeuds colle´s a` la
jante sont fixe´s. Il n’est pas facile de de´terminer ces noeuds. Il vaut mieux exporter une liste de ces
noeuds dans un fichier et le lire dans Matlab. Or, lorsqu’on effectue l’e´limination de degre´s de liberte´
fixe´s, seulement les ddls associe´s a` ces noeuds sont pris en compte.
Dans ce cas, on applique une force concentre´e a` la bande de roulement, a` la meˆme position dans le cas
de mesure “Pot vibrant a` la bande de roulement” dans le chapitre IV. Les mobilite´s aux autres points
sont calcule´es. Comme toutes les matrices sont repre´sente´es dans le repe`re carte´sien, les mobilite´s sont
e´galement pre´sente´es dans ce repe`re.
Il faut remarquer qu’une des directions orthotropes de la bande de roulement est le long du contour.
On aura deux difficulte´s dans la mode´lisation nume´rique avec la me´thode pe´riodique : dans un premier
temps, on ne peut pas mode´liser les proprie´te´s des mate´riaux suivant une courbe et dans un second
temps, comme on ne peut de´finir les proprie´te´s me´caniques suivant une direction d’un e´le´ment, lorsque
le maillage est assez gros, l’extrapolation engendre des e´carts cumule´s. C’est la raison pour laquelle
on utilisera un mate´riau homoge`ne au lieu de la bande de roulement orthotrope. Le comportement
sera donc similaire et les pics sont diffe´rents des modes propres mesure´s repre´sente´s dans le Tab.
VI.3. La Fig. VI.8 montre la comparaison des re´sultats calcule´s par la me´thode pe´riodique avec une
Figure VI.8. : Comparaison des mobilite´s ponctuelles au point d’application de la force, calcule´es par
le mode`le pe´riodique et par ANSYS dans le cas sans pression interne
cellule de 6◦ avec la solution “full” dans ANSYS en mode´lisant un pneu total. La bande de roulement
est remplace´e par un mate´riau homoge`ne avec le module e´lastique e´gal a` 663 MPa et le coefficient
de Poisson e´gal a` 0.4. L’amortissement est pris comme une valeur moyenne des valeurs de´tecte´es
par PULSE, approximativement estime´ e´gal a` 0.1. Ce re´sultat montre une bonne concordance de la
me´thode pe´riodique avec un code de calcul largement utilise´ dans les proble`mes dynamiques.
Concernant le couˆt de calcul, avec la solution “full” dans ANSYS, il faut un beaucoup plus grand
fichier pour sauvegarder les re´sultats de toutes les fre´quences calcule´es. A titre d’exemple, pour un
pneu total, maille´ avec 180 sections, chaque section a 173 noeuds, le fichier de re´sultats dans ANSYS
atteint 40GB tandis que la solution pe´riodique a besoin seulement de quelques dizaines de MB pour
sauvegarder les variables, car l’espace requis pour cette solution ne de´pend pas du nombre de cellules.
La solution d’un pas de fre´quence ne´cessite 720 secondes avec ANSYS contre 13 secondes avec la
solution pe´riodique. La me´thode pe´riodique nous donne donc une grande possibilite´ de calculer avec
le maillage plus fin pour un besoin de pre´cision.
2.3. Prise en compte de la pre´contrainte
La vibration du syste`me est conside´re´e comme la perturbation autour de l’e´quilibre e´tabli par la
pre´contrainte σ0. D’apre`s [52], une structure est dite pre´contrainte lorsqu’elle est soumise a` un champ
de contraintes initial σ0. On s’inte´resse souvent aux valeurs dans la configuration associe´e a` l’e´tat
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pre´contraint. Les de´placements, de´formations et contraintes s’e´crivent :
u = u0 + u∗
ε = ε0 + ε∗
σ = σ0 + σ∗
(VI.6)
Ils expriment respectivement l’e´tat de de´placements, de de´formations et de contraintes dans la
configuration V 0 prise comme re´fe´rence.
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Figure VI.9. : Etats non de´forme´s, de´placement total et contrainte radiale avec la pression interne
de la cellule
En explicitant le principe de Hamilton avec δu = δu∗,  = (lin) + (nonlin) =
1
2
(∇u+t ∇u+t ∇u.∇u) (non line´aire), dans deux cas de structures exte´rieurement et inte´rieurement
pre´contraintes, on a :
δu∗
t2∫
t1
(T ∗ − V∗int − Vg − V∗ext) dt = 0
δu∗(t1) = δu∗(t2) = 0
(VI.7)
ou` T ∗,V∗int,V∗ext et Vg sont respectivement l’e´nergie cine´tique de de´placements additionnels (T ∗ = T ),
l’e´nergie potentielle des de´formations line´aires additionnelles ( correspondant a` la partie line´aire lin),
le potentiel des forces externes additionnelles, l’e´nergie ge´ome´trique de pre´contrainte. En se limitant
aux termes du second ordre, ils ont les formes :
T ∗ = 1
2
∫
V ∗
ρ∗u∗u∗dV
V∗int =
∫
V ∗
1
2
ε∗(lin) : C : ε∗(lin)dV
Vg =
∫
V ∗
σ0 : ε∗(nonlin)dV
Vext = −
∫
V ∗
X
∗
u∗dV −
∫
Sσ
t
∗
u∗dS
(VI.8)
Ici, on peut conside´rer la vibration de la structure autour de l’e´tat d’e´quilibre pre´contraint (cor-
respondant au volume V ∗) comme dans le cas normal (sans pre´contraintes) en ajoutant le terme de
l’e´nergie ge´ome´trique pre´contrainte. La rigidite´ totale est donc prise comme la somme de la rigidite´
normale K et de la rigidite´ additionnelle pre´contrainte KG repre´sentant la partie quadratique de la
de´formation additionnelle non line´aire et de´termine´e par :
Vg = 12
tUKGU (VI.9)
Pour chaque e´le´ment, si l’on prend la de´formation au point x comme dans l’expression ε(x) = D ·
u(x) = DN(x)U = B(x)U (ou` D,N,B sont respectivement les matrices d’ope´rateur diffe´rentiel, de
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fonctions de forme et de de´rive´e de N), la partie non line´aire de la de´formation est donc :
ε∗(nonlin) =
1
2
t
∇u.∇u = 1
2
(BU)t · (BU) (VI.10)
L’e´nergie additionnelle de´pend de la pre´contrainte et s’e´crit sous la forme :
Vg = 12
∫
V ∗
σ0 : [(BU)t · (BU)]dV (VI.11)
La matrice de rigidite´ dynamique devient D = [K + KG] + iωC− ω2M et on traite le proble`me de
fac¸on similaire au cas sans pre´contrainte en prenant la matrice de rigidite´ e´gale a` [K + KG]. Si l’on
suppose que le gonflement est un processus line´aire (la pre´contrainte varie donc line´airement), on peut
de´terminer la matrice KG a` la pression p quelconque sans la recalculer avec les e´le´ments finis en se
basant sur :
KG(p) =
p
p0
KG(p0) (VI.12)
Avec cette hypothe`se, on pourra optimiser la pression de gonflement avec une fonction d’optimisation
choisie.
La matrice KG peut eˆtre obtenue a` partir d’ANSYS en utilisant l’option de pre´contrainte (avec la
commande PRES,ON dans ANSYS). Le proble`me restant est de savoir comment on peut calculer cette
matrice pour une cellule en s’assurant que celle-ci ait le meˆme roˆle dans la matrice globale du pneu
total. On devra ajouter des conditions supple´mentaires a` la mode´lisation de la cellule dans ANSYS
car les champs de contraintes et de de´formation de la cellule sous la charge statique ne sont pas les
meˆmes que ceux dans la structure totale. La rigidite´ additionnelle n’est donc pas la meˆme et on ne
pourra pas ajouter cette valeur dans la rigidite´ originale.
En tenant compte de ce phe´nome`ne, dans le cas ou` il n’y a que la pression interne, la charge statique
est syme´trique, on peut appliquer les conditions de syme´trie cyclique (ou condition de pe´riodicite´).
On impose des contraintes sur les de´placements des noeuds des deux sections de la cellule pour que
ces deux sections restent planes (et l’angle entre ces deux sections est conserve´) apre`s avoir mis la
pression. Avec ces conditions, les de´placements de tous les points sont uniquement radiaux. Or, on
remplace la participation de la partie restante sur la cellule par une fixation de de´placements sur les
deux sections a` gauche et a` droite. Les champs de contraintes et de de´formations sont donc identiques
le long du contour du pneumatique (Fig. VI.9).
Une me´thode pour ve´rifier si la matrice de rigidite´ fournie par ANSYS a de´ja` compte´ l’effet de
rigidite´ additionnelle est de voir le parame`tre e´crit dans le fichier .emat ge´ne´re´. C’est le parame`tre
kygss dans l’enregistrement 2 ou le parame`tre sskey a` chaque groupe des matrices e´le´mentaires de ce
fichier. Les matrices de rigidite´, de masse, d’amortissement, de rigidite´ additionnelle du neme e´le´ment
sont stocke´es dans les enregistrements nume´rote´s 2 + 7n+ j, j = 1, 4.
2.3.1. Validation de l’algorithme
On re´alisera un mode`le d’anneau pour valider et comparer l’algorithme en tenant compte de la
rigidite´ ge´ome´trique KG. La section est rectangulaire de dimensions 2cm × 10cm. Le rayon exte´rieur
est de 25cm. Le mate´riau est conside´re´ comme caoutchouc isotrope (E=20MPa,ν = 0.49). L’angle
des cellules est de 2◦. La pression interne est 2bars. Les deux sche´mas sans pression et avec pression
interne sont exe´cute´s et compare´s avec le code d’e´le´ments finis ANSYS.
La Fig. VI.10 montre le re´sultat des mobilite´s ponctuelles calcule´es par ANSYS et avec la me´thode
pe´riodique en cas d’un anneau soumis une force au milieu de la bande. On peut voir un de´calage des
modes propres de vibration en raison de la pression interne. D’autre part, l’algorithme de calcul des
vibrations en tenant compte de la rigidite´ ge´ome´trique est valide´ par une bonne concordance entre
les deux courbes obtenues par ANSYS et avec la me´thode pre´sente´e ci-dessus. On utilise alors cette
me´thode pour calculer dans le cas d’un pneumatique gonfle´ en tenant compte de la pression interne.
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Figure VI.10. : Comparaison des mobilite´s calcule´es par ANSYS et par la solution pe´riodique d’un
cercle. Validation de l’algorithme avec la rigidite´ ge´ome´trique
2.3.2. Re´sultats en cas de pneu avec la pre´contrainte
La Fig. VI.11 montre les re´sultats obtenus par le mode`le pe´riodique et ceux obtenus par ANSYS
aux points 1 et 5 de la section transversale du pneumatique dans le chapitre IV. Les mate´riaux utilise´s
sont les meˆmes que ceux dans le cas sans pression. La pression applique´e est de 2bars. Ceux qui sont
pre´sente´s montrent une bonne cohe´rence entre la me´thode de calcul de la matrice de rigidite´ totale et
ANSYS. On voit bien que les mobilite´s aux deux points 1 et 5 ne sont pas e´gales car la section n’est pas
syme´trique. Le comportement d’anneau se termine a` environ 400Hz et il devient a` celui d’un milieu
continu 3D avec une influence importante des modes de torsion. Le re´sultat confirme encore une fois
l’exactitude de l’imple´mentation de la matrice de rigidite´ ge´ome´trique dans la me´thode pe´riodique.
3. Comparaison avec des mesures
Dans cette section, on utilise les proprie´te´s orthotropes de la bande de roulement pour mode´liser la
cellule. Cette utilisation est prise en raison de bonnes valeurs des pics que l’analyse modale a donne´,
malgre´ des difficulte´s dans la mode´lisation des mate´riaux orthotropes concernant le maillage. Les
mate´riaux utilise´s sont comme dans la section 2.1. Les amortissements modaux obtenus par PULSE
sont introduits dans le programme. On examine le cas ou` la force d’application est au milieu de la
bande de roulement et les mobilite´s des positions correspondant a` celles de la mesure sont calcule´es
et compare´es.
Comme les mobilite´s sont capture´es par les acce´le´rome`tres, elles sont donc mesure´es dans les direc-
tions normales du pneumatique. Alors, a` chaque point, on de´termine le vecteur normal du pneumatique
et la valeur a` comparer avec la mesure est calcule´e par la projection du vecteur mobilite´ avec le vecteur
normal. Cette valeur est simplement calcule´e par un produit scalaire entre ces deux vecteurs.
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Figure VI.11. : Comparaison des mobilite´s calcule´es par la me´thode pe´riodique et par la me´thode de
superposition modale dans ANSYS
3.1. Sans pression
Avec la mode´lisation nume´rique, les rainures transversales le long du contour ne sont pas prises
en compte. On compare seulement les mobilite´s mesure´es et calcule´es dans la section. La Fig. VI.12
Figure VI.12. : Comparaison des mobilite´s mesure´es et calcule´es par la me´thode pe´riodique. Cas
sans pression
montre la comparaison des mobilite´s mesure´es dans le cas sans pression interne et calcule´es avec
la me´thode pe´riodique a` la position d’application de la force et en position 5. Cette figure montre
essentiellement le phe´nome`ne de l’effet local a` la position d’application de la force. Dans le sche´ma
des mesures, le contact entre le pot vibrant et le pneumatique est une zone finie tandis que dans la
mode´lisation, la force est ponctuelle. Les comportements dans ces deux cas sont donc diffe´rents.
D’autre part, lorsque la pression est e´gale a` 0, le pneu n’est pas dans un bon contact avec la jante car
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la force qui garde le contact n’est pas suffisamment grande. En outre, meˆme a` la phase initiale ou` il n’y
a pas la pression interne, le montage du syste`me pneumatique-jante a de´ja` engendre´ une pre´contrainte
de flexion dans la section du pneu. Ce phe´nome`ne provoque des difficulte´s et des versatilite´s dans
l’identification des amortissements. La mode´lisation n’est donc pas proche de la re´alite´.
3.2. Prise en compte de la pression interne
Le sche´ma d’application de l’algorithme dans ce cas est similaire a` celui applique´ avec l’anneau ho-
moge`ne circulaire. Les conditions aux limites et le maillage sont les meˆmes que dans le cas sans pression.
La Fig. VI.13 pre´sente la comparaison de mobilite´s mesure´es dans le cas avec la pression interne et
Figure VI.13. : Comparaison des mobilite´s mesure´es et calcule´es par la me´thode pe´riodique. Cas
avec pression
calcule´es avec la me´thode pe´riodique en tenant compte de la matrice de rigidite´ ge´ome´trique. Cepen-
dant, il existe encore des e´carts entre les valeurs nume´riques et expe´rimentales, pouvant provenir des
modules effectifs des mate´riaux et de la de´termination de l’amortissement par PULSE. En re´alite´, les
valeurs des amortissements modaux utilise´s sont de type hyste´re´tique. Les re´sultats montrent que pour
les modes de torsion, la mobilite´ mesure´e est plus grande que celle calcule´e par la me´thode nume´rique.
Cela pourrait eˆtre duˆ a` l’absence des rainures transversales dans la mode´lisation. Le manque de ces
rainures, rend le pneu plus rigide.
4. Etudes parame´triques : Sensibilite´ aux proprie´te´s des mate´riaux
4.1. Modification de modules e´lastiques
La partie de tringles en acier est tre`s proche des noeuds fixe´s et donc, elle n’a pas d’influence
importante sur le comportement dynamique du pneu total. Le pneu posse`de un grand volume en
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caoutchouc. Celui-ci doit avoir une grande influence sur la re´ponse. Comme le caoutchouc est conside´re´
incompressible, on modifie seulement le module e´lastique du caoutchouc avec les coefficients 0.5 et 2.
Plus cette valeur est grande, plus la mobilite´ est petite. On peut voir e´galement un “mouvement” des
modes propres. Pourtant, les modes de torsion suivant le contour du pneu sont moins influence´s par le
changement du module e´lastique (Fig. VI.14). Ils sont influence´s de fac¸on importante par la ge´ome´trie.
Figure VI.14. : Sensibilite´ des modules e´lastiques du caoutchouc constituant le pneu
4.2. Influence de l’amortissement
Dans la mesure avec PULSE, le coefficient d’amortissement identifie´ varie dans l’intervalle [10, 20]%.
Il de´pend des modes de vibration de chaque partie du pneu et non seulement des modes globaux. C’est
la raison pour laquelle il reste un de´calage essentiellement aux pics des courbes de re´ponse.
En introduisant plusieurs valeurs de l’amortissement dans le mode`le pe´riodique, on obtiendra les
mobilite´s correspondant a` tous les points. Les Figs. VI.15 et VI.16 montrent les re´sultats calcule´s au
point 1 et a` la position de la force sous l’action d’une force unitaire harmonique applique´e au sommet
de la bande de roulement. Avec les petits amortissements, on peut bien voir les pics correspondant
aux modes propres de vibration du pneumatique. Plus l’amortissement est grand, moins les pics sont
pointus. A un certain amortissement, a lieu une disparition de quelque modes car les modes sont trop
couple´s. A haute fre´quence, on ne voit que les modes globaux du pneu car les modes locaux sont
beaucoup amortis.
4.3. Influence de la pression interne
En supposant que la contrainte statique est line´airement de´pendante de la pression interne, on peut
utiliser l’expression
KG(p) =
p
p0
KG(p0) (VI.13)
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Figure VI.15. : Amplitude de la mobilite´ calcule´e au point 1 de la section pour plusieurs amortisse-
ments. Force radiale au sommet
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Figure VI.16. : Amplitude de la mobilite´ calcule´e au point d’application de la force pour plusieurs
amortissements. Force radiale au sommet
En modifiant la pression interne, la matrice de rigidite´ additionnelle KG est change´e. En introduisant
cette quantite´ dans la mode´lisation du pneumatique, on obtiendra les fonctions en fre´quence en fonction
de la pression interne. Les mobilite´s calcule´es sont repre´sente´es sur les Figs. VI.17 et VI.18. Plus la
pression augmente, plus le pneumatique est rigide. Dans l’intervalle [0-3000]Hz, au point d’application
de la force, la rigidite´ du pneu influence conside´rablement la re´ponse. L’allure globale de la mobilite´
tend vers celle d’un syste`me a` un degre´ de liberte´.
4.4. Influence de la ge´ome´trie
L’influence de la ge´ome´trie est aborde´e par la comparaison des analyses dynamiques dans deux
cas : pas de rainures et avec des rainures. Les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux sont conserve´es
constantes comme dans les calculs pre´ce´dents. Les mobilite´s a` la meˆme position de la force dans les
deux cas sont calcule´es. La Fig. VI.19 montre le re´sultat de comparaison des mobilite´s entre deux cas :
sans et avec rainures. Dans le cas de calcul avec des rainures, le pneu est plus le´ger et donc les modes
propres sont plus grands.
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Figure VI.17. : Amplitude de la mobilite´ calcule´e au point 1 de la section a` plusieurs pressions. Force
radiale au sommet
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Figure VI.18. : Amplitude de la mobilite´ calcule´e a` la force a` plusieurs pressions. Force radiale au
sommet
5. Conclusions
Dans ce chapitre, la validation des proprie´te´s des mate´riaux constituant le pneumatique est re´alise´e
dans un premier temps dans le cas de l’analyse modale. Les proprie´te´s re´elles des mate´riaux et ainsi
une vraie section transversale sont introduites dans le code d’e´le´ments finis ANSYS pour calculer les
modes propres. Quelques modes d’anneau ont e´te´ pre´sente´s.
La the´orie de la mode´lisation dynamique du pneu est pre´sente´e. Le cas d’une section simple avec le
mate´riau homoge`ne est pre´sente´ et valide´ nume´riquement avec ANSYS dans le cas de force radiale et
circonfe´rentielle. On a aborde´ le cas de la section re´elle avec une vraie distribution des mate´riaux dans
la section. Cependant, les fonctions en fre´quence obtenues par la mode´lisation nume´rique montrent
que le premier pic est infe´rieur a` la valeur mesure´e 120Hz comme dans le chapitre IV. Ce phe´nome`ne
montre un manque de rigidite´ dans la mode´lisation du pneumatique. L’influence de la pression interne
est introduite dans la matrice de rigidite´ additionnelle pour ame´liorer la simulation. Les re´ponses
calcule´es sont plus cohe´rentes que dans le cas pre´ce´dent.
Une e´tude parame´trique est aussi pre´sente´e pour mettre en e´vidence la de´pendance de la re´ponse
en fonction des proprie´te´s des mate´riaux et de la pression interne. Cela montre que lorsque la pression
augmente, l’effet de vibration d’anneau diminue. A une pression suffisamment grande, le comportement
vibratoire du pneumatique tend vers celui d’un syste`me a` un degre´ de liberte´.
Dans toutes les e´tudes sur les parame`tres, a` basse fre´quence, lorsque le module e´lastique ne change
pas, le pneumatique se comporte comme une poutre. Le comportement est donc presque similaire avec
la variation des amortissements, de la pression et de la ge´ome´trie des rainures.
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Figure VI.19. : Influence des rainures sur la mobilite´ ponctuelle
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Conclusions
Les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux constituants et un mode`le tridimensionnel d’un pneuma-
tique ont e´te´ e´tudie´s. Le but de la the`se est de trouver une me´thode nume´rique pour calculer les
re´ponses en fre´quence d’un pneumatique soumis a` un certain chargement. Pour obtenir une re´ponse
plus pre´cise, il faut mode´liser une ge´ome´trie et une distribution des mate´riaux la plus proche possible
de la re´alite´.
Les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux ont e´te´ identifie´es avec une campagne de mesures statiques
et dynamiques. On a divise´ les mate´riaux distribue´s dans la section du pneu en une partie de caou-
tchouc, une partie d’acier et une partie composite appele´e “bande de roulement”. Comme la partie
“bande de roulement” est la partie la plus complique´e dans le pneu, on la distingue en caˆbles d’acier et
en caoutchouc. Un processus d’homoge´ne´isation de plusieurs niveaux a` partir des fils, des caˆbles et des
couches e´le´mentaires a` la bande de roulement est re´alise´ pour de´terminer les proprie´te´s me´caniques
effectives de la bande de roulement.
Une e´tude sur le comportement viscoe´lastique des mate´riaux est aussi effectue´e. Lorsque le pneuma-
tique est soumis a` un chargement dynamique, il vibre a` certaines fre´quences, les mate´riaux montrent
leurs propres comportements a` ces fre´quences. Il est ne´cessaire d’imple´menter les caracte´ristiques dy-
namiques dans la mode´lisation. Le pneu cre´e une vibration autour de sa position d’e´quilibre e´tablie
par les chargements statiques. Dans le cadre de la the`se, on n’examine que l’action de la pression
interne. Si l’on suppose que la de´formation est petite, le proble`me dynamique est line´arisable.
Une campagne de mesure des fonctions de re´ponse en fre´quence d’un pneumatique est re´alise´e au
sein du laboratoire. A` partir des mesures, on a pu identifier les modes de vibrations de la bande de
roulement et de certains modes de la section dans les deux cas : sans pression et avec pression interne.
Avec les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux obtenues, l’imple´mentation dans le mode`le nume´rique
donne des modes propres raisonnables par rapport a` ceux identifie´s par la mesure. Cela valide les
proprie´te´s dynamiques applique´es dans le proble`me.
La the´orie dynamique des structures pe´riodiques est utilise´e dans l’analyse des ondes qui se pro-
pagent. Les re´ponses sont calcule´es a` partir d’une de´composition en ondes entrantes et sortantes. Dans
le chapitre sur les structures pe´riodiques, on a propose´ un processus pour calculer la matrice de rigidite´
dynamique totale pour une partie compose´e de plusieurs cellules pe´riodiques. La dimension de cette
matrice est la meˆme que celle d’une cellule et donc elle est beaucoup plus petite que celle de cette
partie avec le maillage total. Cette me´thode donne alors un bon algorithme de re´duction de proble`me.
Une autre me´thode d’e´limination des ddls a e´te´ e´galement propose´e pour calculer la matrice de
rigidite´ totale. Cette me´thode est essentiellement convenable dans les cas ou` il n’y a pas beaucoup
de chargement. L’application des deux me´thodes pe´riodiques montre une bonne concordance entre
les re´sultats calcule´s et celui obtenu par ANSYS dans le cas d’une poutre droite encastre´e articule´e
soumise a` une charge ponctuelle.
La me´thode propose´e est pratique et concre`te dans les structures droites. Cependant, une transfor-
mation de repe`re est propose´e pour rendre applicable cette the´orie aux structures pe´riodiques dans
les repe`res non carte´siens. Cette transformation est applique´e au cas d’un pneu ayant des cellules
identiques le long son contour. Graˆce a` cette transformation, les proprie´te´s ge´ome´triques du pneu sont
conserve´es dans la repre´sentation matricielle.
La premie`re application de la the´orie est le calcul des mobilite´s ponctuelles radiales et tangentielles
d’un pneu homoge`ne. L’objectif de cet exemple est de valider la the´orie dynamique des structures
pe´riodiques avec la transformation dans le repe`re carte´sien. La seconde application est pour un pneu-
matique sans pression interne avec une vraie distribution des mate´riaux et une ge´ome´trie la plus proche
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possible de la re´alite´.
Le pneu est souvent utilise´ en e´tat gonfle´ par une pression interne. Cette action est repre´sente´e
par la matrice de rigidite´ additionnelle ou ge´ome´trique. C’est cette rigidite´ qui modifie les modes de
vibrations propres du pneu. Elle est exploite´e a` partir d’ANSYS et est ajoute´e a` la rigidite´ normale
dans l’e´quation dynamique. Des comparaisons de la me´thode pe´riodique et des calculs re´alise´s avec
ANSYS montrent un bon accord. Pourtant, avec ANSYS, la mode´lisation totale d’un pneumatique
ne´cessite un couˆt de calcul important tandis qu’avec cette me´thode, on pourra diminuer le temps de
calcul et aussi la me´moire ne´cessaire pour sauvegarder les donne´es temporaires.
Une comparaison entre les calculs re´alise´s par la me´thode pe´riodique avec les mesures expe´rimentales
a e´te´ effectue´e. Les re´sultats nume´riques donnent quelques premiers pics raisonnables, mais il reste
encore des e´carts en amplitudes. Ce proble`me restant est duˆ a` une identification non fiable des amor-
tissements modaux et a` des difficulte´s dans l’imple´mentation de ces amortissements dans le calcul.
Quelle que soit sa complexite´, la mode´lisation ne pourra pas repre´senter parfaitement la re´alite´.
Des e´tudes parame´triques ont e´te´ re´alise´es sur l’influence de quelques facteurs sur la mobilite´ ponc-
tuelle d’un pneumatique : modules e´lastiques du caoutchouc et de la bande de roulement, amortis-
sement et ge´ome´trie. Celles-ci pourront eˆtre utiles dans les recherches d’optimisation de certaines
caracte´ristiques du pneu.
Perspectives
Ces e´tudes effectue´es dans la the`se donnent la possibilite´ de de´velopper une approche nume´rique
dans la vibration des structures pe´riodiques et essentiellement des pneumatiques. Une question pose´e
est : « Comment peut-on appliquer les conditions pe´riodiques aux proble`mes dynamiques ?» La re´ponse
possible est que l’on remplace la partie restante, sans chargement, par une partie e´quivalente corres-
pondant a` la matrice de rigidite´ totale.
Dans les e´tudes des vibrations d’un pneumatique a` haute fre´quence, ce travail pourrait donner une
pre´diction dans la mesure de source de bruit, des niveaux sonores. Il est e´galement possible de re´aliser
un processus d’optimisation des sculptures du pneu en aspect acoustique.
Quant a` la tendance d’imple´mentation de l’effet de roulement et de contact dans le mode`le d’un
pneumatique, on pourrait diviser le pneu en deux parties : une partie en contact avec la chausse´e,
classiquement maille´e et une partie pe´riodique dont la pe´riodicite´ est utilise´e dans la mode´lisation.
Graˆce a` la re´duction d’un grand nombre des ddls sans contact avec la chausse´e, les calculs en de´tail
sont possibles avec une unite´ centrale de performance moyenne (par exemple, dans le calcul des forces
de contact). L’effet de l’acce´le´ration de Coriolis pourrait eˆtre pris en compte dans le cas de roulement.
Pour l’aspect nume´rique, on peut ame´liorer le processus de re´duction du proble`me en choisissant
bien les bandes de fre´quences ou en e´liminant les ddls non charge´s dans les parties non pe´riodiques
(avec le maillage total). La ge´ne´ralisation de la transformation en repe`re carte´sien est applicable aux
structures ayant une pe´riodicite´ plus complique´e (par exemple suivant une courbe).
Une partie importante et re´aliste est la partie expe´rimentale. Avec une nouvelle technique ou une
autre me´thode (peut eˆtre par le laser optique), on pourrait mesurer les re´ponses sans modifier la
structure. Les modes propres plus e´leve´s pourraient eˆtre identifie´s de fac¸on plus fiable. Ainsi, une
identification pre´cise des amortissements modaux nous donnera une bonne pre´diction de la mobilite´
du pneumatique.
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Annexe
A. Traction d’une couche composite. Modules d’Young et coefficients de
Poisson apparents
L’objectif de cette annexe est de de´terminer les proprie´te´s me´caniques e´quivalentes, appele´es ”ap-
parentes”, d’un mate´riau composite multi-couche, en connaissant les proprie´te´s de chaque couche
constitutive.
On conside`re une e´prouvette de type (θ,−θ) (deux couches e´le´mentaires avec les angles de rotation
±20◦ et une couche en caoutchouc au milieu), d’e´paisseur totale h, de longueur L et de largeur b L.
Les caracte´ristiques me´caniques de cette couche orthotrope sont suppose´es connues : Ex, Ey, Gxy et νxy.
Dans le cadre de la traction unidirectionnelle, on suppose que la flexion de l’e´prouvette est ne´gligeable.
La loi de comportement nous donne :
h
S
F
Mxx
Mxy
Nxx
Nxy
MxxMxy Nxx
Nxy
Mxy
Myy
Nyy
Nxy
Mxy
Myy
Nyy
Nxy
F
ez
ex
ey
l
b
Qx
Qy
Qx
Qy
Figure A.1. : Traction d’une e´prouvette composite et convention des signes des efforts internes

Nxx
Nyy
Nxy
Mxx
Myy
Mxy
Qx
Qy

=

A11 A12 A16 B11 B12 B16 0 0
A12 A22 A26 B12 B22 B26 0 0
A16 A26 A66 B16 B26 B66 0 0
B11 B12 B16 D11 D12 D16 0 0
B12 B22 B26 D12 D22 D26 0 0
B16 B26 B66 D16 D26 D66 0 0
0 0 0 0 0 0 F44 F45
0 0 0 0 0 0 F45 F55


εxx
εyy
2εxy
χxx
χyy
2χxy
dx
dy

(A.1)
ou` M˜, ˜˜N, Q˜ sont le moment, l’effort normal et l’effort tranchant, ˜˜ε, ˜˜χ, d˜ sont les de´formations en
traction, en flexion, et en cisaillement.
M˜ =
MxxMyy
Mxy
 , ˜˜N =
NxxNyy
Nxy
 , Q˜ = (Qx
Qy
)
(A.2)
Comme l’e´paisseur de l’e´prouvette est assez mince, les de´placements et les de´formations des deux coˆte´s
de l’e´prouvette sont presque e´gales, on peut supposer que le vecteur d’angles de rotation
Φ˜(x, y) =
U˜(x, y, h+n )− U˜(x, y, h−n )
h
(A.3)
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est ne´gligeable (ou` h+n , h
−
n sont les deux cote´s de la couche n, voir la Fig. A.3). Les de´formations
ge´ne´ralise´es correspondant aux moments et aux efforts tranchants sont :
˜˜χ = sym (g˜radΦ˜) (A.4)
˜˜
d = Φ˜(x, y) + gradW˜3 (A.5)
ou` W˜3 est le de´placement vertical de l’e´prouvette (suivant la direction z). Comme b L, dans le cas
du proble`me uniaxial, on de´duit Nxy = Nyy = Mxy = Myy = Qy = 0. En simplifiant l’e´criture de
l’e´quation d’e´quilibre du mode`le de Reissner-Mindlin, on obtient :
d˜iv
( ˜˜N)+ T˜+ + T˜− = 0 −→ Nxx,x = 0 (A.6a)
d˜iv
(
M˜
)
− Q˜ + e
2
(
T˜+ + T˜−
)
= 0 −→Mxx,x +Qx = 0 (A.6b)
divQ˜ + T+3 + T
−
3 = 0 −→ Qx,x = 0 (A.6c)
ou` T+,T− sont les forces surfaciques dans les plans supe´rieurs et infe´rieurs de la plaque et T+3 , T
−
3 sont
les meˆmes, mais perpendiculaires a` la plaque. En combinant les e´quations d’e´quilibre et les conditions
aux limites, on a :
(A.6c)→ Qx = Qx|x=L = 0
(A.6b)→Mxx = Mxx|x=L =
∫ h
2
−h
2
F
bh
zdz = 0
(A.6a)→ Nxx = Nxx|x=L = F
b
La loi de comportement pour la traction unidirectionnelle s’e´crit donc :
F
b
0
0
0
0
0
0
0

=

A11 A12 A16 B11 B12 B16 0 0
A12 A22 A26 B12 B22 B26 0 0
A16 A26 A66 B16 B26 B66 0 0
B11 B12 B16 D11 D12 D16 0 0
B12 B22 B26 D12 D22 D26 0 0
B16 B26 B66 D16 D26 D66 0 0
0 0 0 0 0 0 F44 F45
0 0 0 0 0 0 F45 F55


εxx
εyy
2εxy
χxx
χyy
2χxy
dx
dy

(A.7)
Pour simplifier, on de´signe par A,B,D,F les matrices composant l’e´quation de comportement et
ε,χ les de´formations ge´ne´ralise´es.
Avec Bε+ Dχ = 0, on a χ = −D−1Bε. En les introduisant dans (A.7), on obtient
[A−BD−1B]ε = N (A.8)
En posant A∗ = A−BD−1B, on a
F
b = A
∗
11εxx +A
∗
12εyy
0 = A∗12εxx +A∗22εyy
0 = 2A∗66εxy → εxy = 0
(A.9)
On trouve les relations suivantes : 
εxx =
F
b
A∗22
A∗11A∗22 − [A∗12]2
εyy =
F
b
A∗12
[A∗12]2 −A∗11A∗22
(A.10)
En tenant compte de FS = Exεxx et de (A.10), on trouve :
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• Module apparent suivant la direction x :
Ex =
1
h
(
A∗11 −
[A∗12]2
A∗22
)
; Ey =
1
h
(
A∗22 −
[A∗12]2
A∗11
)
(A.11)
• Coefficient de Poisson
νxy = −εyy
εxx
=
A∗12
A∗22
(A.12)
De fac¸on similaire, pour calculer le module de cisaillement e´quivalent Gxy, on effectuera un essai virtuel
de cisaillement pur. Le vecteur N devient :
N =
 00
F
b
 (A.13)
En prenant le calcul de la contrainte tangentielle τxy = γxyGxy = 2εxyGxy, on obtient :
Gxy =
A∗66
h
(A.14)
A.1. De´termination des coefficients des matrices A,B,D dans le repe`re (O, ex, ey, ez)
On suppose que l’on a toutes les caracte´ristiques me´caniques de chaque couche e´le´mentaire dans le
repe`re (O,L, T, ez). On cherche a` de´terminer les matrices A,B,D dans le repe`re commun (O, ex, ey, ez)
(le repe`re de´termine´ par la couche compose´e de plusieurs couches e´le´mentaires).
Pour la couche i dans le repe`re (O,L, T, ez), la matrice de rigidite´ est calcule´e [123] :
Ri(L,T,ez) =
riLL riLT 0riLT riTT 0
0 0 GiLT
 =

EiL
1− νLT νTL
νiLTE
i
T
1− νLT νTL 0
νiLTE
i
T
1− νLT νTL
EiT
1− νLT νTL 0
0 0 GiLT
 (A.15)
ou` Ri(L,T,ez) caracte´rise la relation entre les contraintes et les de´formations de la couche i dans le repe`re
(O,L, T, ez) :
σi(L,T,ez) = R
i
(L,T,ez)
.εi(L,T,ez) (A.16)
Le repe`re (O, ex, ey, ez) est obtenu apre`s avoir tourne´ d’un angle θi autour de l’axe ez. On a l’angle
(Li, ex) = θi (le sens de Li a` ex est positif). La matrice de rigidite´ dans ce repe`re vaut :
Ri(ex,ey ,ez) = O
i
σ.R
i
(L,T,ez)
.tOiσ (A.17)
ou` Oiσ est la matrice de rotation d’un angle θi de la couche i :
Oiσ =
 cos2 θi sin2 θi 2 cos θi sin θisin2 θi cos2 θi −2 cos θi sin θi
− cos θi sin θi cos θi sin θi cos2 θi − sin2 θi
 (A.18)
On conside`re un empilement dont les coˆtes extreˆmes de chaque couche sont comme sur la Fig. A.3.
Les matrices A,B,D exprime´es dans la loi de comportement sont calcule´es par [83] :
A =
n∑
i=1
[
h+i − h−i
]
Ri(ex,ey ,ez)
B =
n∑
i=1
[
(h+i )
2 − (h−i )2
]
Ri(ex,ey ,ez) (A.19)
D =
n∑
i=1
[
(h+i )
3 − (h−i )3
]
Ri(ex,ey ,ez)
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Figure A.2. : Rotation des coordonne´es autour de l’axe ez
h=0
h+
h
-
i
=h
+
i-1
i
Figure A.3. : Convention des coˆtes supe´rieurs et infe´rieurs des couches d’un empilement
A.2. Calcul des coefficients A∗11, A
∗
22 et A
∗
12, des modules d’Young et des coefficients de
Poisson apparents pour la macro couche
On conside`re un empilement de couches de composite d’e´paisseur totale etot : 2 couches e´le´mentaires
d’e´paisseur eA d’angles de rotation θi = ±20◦ et une couche de caoutchouc d’e´paisseur ecao = etot−2eA.
En connaissant les valeurs EL, ET , νLT et GLT de chaque couche, on peut calculer les matrices de
rigidite´ de la couche e´le´mentaire par les formules (A.15) et (A.17). La matrice de rigidite´ de la couche
en caoutchouc est calcule´e par la formule similaire :
Rcao =

Ecao
1− ν2cao
νcaoEcao
1− ν2cao
0
νcaoEcao
1− ν2cao
Ecao
1− ν2cao
0
0 0 Gcao
 (A.20)
En re´e´crivant (A.20), on a :
A = eA (R(θ) + R(−θ)) + ecaoRcao
B =
[
(eA +
ecao
2
)2 − (ecao
2
)2
]
[R(θ)−R(−θ)] (A.21)
D =
[
(eA +
ecao
2
)3 − (ecao
2
)3
]
[R(θ) + R(−θ)] + 2
[ecao
2
]3
Rcao
ou` R(θ) et R(−θ) sont calcule´es par (A.17) avec θ = 20◦. La matrice A∗ est calcule´e par A∗ =
A−BD−1B.
Le re´sultat calcule´ par le mode`le de composite est pre´sente´ dans le Tab. A.1
Tableau A.1. : Modules et coefficients de Poisson apparents
Modules (MPa) Coefficients de Poisson
Ex =
A∗11 −
[A∗12]2
A∗22
etot
Ey =
A∗22 −
[A∗12]2
A∗11
etot
Gxy =
A∗66
h
νxy =
A∗12
A∗22
νyx =
A∗12
A∗11
-140 -
B. Transformation de Laplace et transformation de Fourier
B. Transformation de Laplace et transformation de Fourier
La transforme´e de Laplace (note´e L ) de la fonction x(t) est de´finie comme une fonction de la
variable complexe s, par l’inte´grale :
X̂(s) = L [x(t)] =
∫ ∞
0
x(t)e−stdt (B.22)
avec s = a+ iω(a > 0).
La transforme´e de Laplace d’une fonction tend vers la transforme´e de Fourier F quand a → 0 ou
s→ iω, si la fonction est nulle pour les temps ne´gatifs.
La transforme´e de Fourier est de´finie comme suit [124] :
 De´finition .1
Soit f une fonction sommable sur RN . Le produit de f par une fonction borne´e est encore une fonction
sommable : par conse´quent, pour tout ξ ∈ RN , on peut calculer la valeur :
F [f ] = f̂(ξ) =
∫
RN
f(x)e−ixξdx (B.23)
L’ope´rateur F est appele´ transforme´e de Fourier.
On note que pour une distribution de Dirac δ(t), on a : F [δ(t)] = 1. On peut en de´duire pour le
cas de la fonction de Heaviside H(t) en se basant sur les proprie´te´s de la transformation des de´rive´es
l’expression suivante :
F [H(t)] =
1
iω
C. Estimation des erreurs en fonction de la discre´tisation en fre´quence
L’erreur estime´e de la fre´quence est de Er(ω) = 2pidf . On e´valuera la valeur au pic de la re´ceptance
et de l’amortissement dans le cas de vibration d’un syste`me de 1 ddl. Le de´placement en fre´quence
dans ce cas est exprime´ par [125] :
X(ω) =
F
k
1√√√√[1− ( ω
ωr
)2]2
+
[
2ζ
ω
ωr
]2 = Xst 1√√√√[1− ( ω
ωr
)2]2
+
[
2ζ
ω
ωr
]2 (C.24)
ou` F et k sont l’amplitude de la force harmonique applique´e et la raideur du ressort de ce syste`me,
Xst est la re´ponse statique du syste`me. La de´rive´e de X(ω) en fre´quence est :
X ′(ω) = −1
2
X(ω)
4
ω
ω2r
(
ω2
ω2r
+ 2ζ2 − 1
)
[
1−
(
ω
ωr
)2]2
+
[
2ζ
ω
ωr
]2 (C.25)
• Valeur maximale a` un pic : On suppose que la fre´quence avoisine la reme fre´quence propre ω ∈
(ωr) = [ω−r , ω+r ]. L’erreur de la valeur a` la re´sonance est estime´e par :
∆Xr ' Er(ω)X ′((ωr)) ω'ωr===== −12Xr
4
ωr
2ζ2
4ζ2
Er(ω) = −XrEr(ω)
ωr
(C.26)
• Amortissement : On suppose que l’amortissement est identifie´ par la me´thode de largeur de bande.
Les fre´quences ω1, ω2 correspondent au niveau de la moitie´ d’e´nergie du syste`me. Les fre´quences
ω
′
1, ω
′
2 sont les fre´quences mesure´es ”possibles” (les fre´quences utilise´es lors des erreurs commises).
-141 -
. Annexe
1
w
2
w
r
w
'
1
w
'
2
w
max
H
max
2
H
'
max
2
H
w
( )H w
D
Figure C.4. : Erreur de de´termination de l’amortissement par la me´thode de largeur de bande
Le de´placement X(ω) devient H(ω) lorsque la force est l’unite´. Par conse´quent, on peut utiliser
l’expression de X(ω) au lieu de H(ω) pour calculer l’amortissement. L’erreur au niveau de la moitie´
d’e´nergie est ∆ = ∆Xr√
2
. L’amortissement possible est estime´ par :
∆ω
′
ωr
=
∆ω
ωr
+
∆ω1 + ∆ω2
ωr
(C.27)
η
′
= η +
∆
ωr
(
1
|X ′(ω1)| +
1
|X ′(ω2)|
)
(C.28)
→ 1
η′ − η =
ωr
∆
(∣∣X ′(ω1)∣∣+ ∣∣X ′(ω2)∣∣) (C.29)
Les fre´quences ω1, ω2 satisfont donc les e´quations [125] :
X(ω1) = X(ω2) =
Xr√
2
(C.30)
1[
1−
(
ω
ωr
)2]2
+
[
2ζ
ω
ωr
]2 = 18ζ2 (C.31)
d’ou` (
ω
ωr
)2
= 1− 2ζ2 ± 2ζ
√
1 + ζ2 (C.32)
En les remplac¸ant dans l’Eq. C.25, on obtient :∣∣X ′(ω1)∣∣+ ∣∣X ′(ω2)∣∣ = Xr
2
√
2ζω2r
√
1 + ζ2 (C.33)
Avec ∆ = |∆Xr|√
2
et l’hypothe`se ω1 + ω2 = 2ωr, on peut en de´duire :
1
η′ − η =
ωrζ
√
1 + ζ2
Er(ω)
(C.34)
→ η′ = η + Er(ω)
ωrζ
√
1 + ζ2
(C.35)
Dans le cas de faible amortissement (
√
1 + ζ2 ' 1) et en supposant que η = 2ζ, on a finalement :
η
′
= η +
2Er(ω)
ηωr
(C.36)
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